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Elementarer Beweis des Hauptsatzes über ternäre 
quadratische Formen mit rationalen Koeffizienten. 


Von Helmut Hasse in Göttingen. 


Der Hauptsatz lautet: 

Eine nicht-singuläre ternäre quadratische Form im Körper R der rationalen Zahlen 
stellt die Null dann und nur dann in N dar, wenn sie die Null in allen p-adischen Er- 
weıterungskörpern R, von R darstellt. 

Für diesen Hauptsatz habe ich in meiner Dissertation !) einen Beweis gegeben, 
der im wesentlichen identisch ist mit dem ÖOriginalbeweis des hinter dem Hauptsatz 
steckenden Lagrange-Legendreschen Kongruenzkriteriums für die Lösbarkeit von 
ax? + by? + c2?=0 in R?). Ich gebe im folgenden einen auf derselben Reduktions- 
methode beruhenden Beweis, der sich — abgesehen von einigen formalen Vereinfachungen 
— hauptsächlich dadurch von meinem früheren Beweis unterscheidet, daß er von den 
expliziten Kongruenzkriterien für die Lösbarkeit in den R, keinen Gebrauch macht, 
vielmehr unmittelbar an den oben gegebenen Wortlaut des Hauptsatzes anknüpft. 
Bei einem systematischen Aufbau der Theorie der quadratischen Formen ın R kann 
man also den Hauptsatz an die Spitze stellen und erst hinterher die feinere arıthmetische 
Theorie der Lösbarkeitskriterien in den N, (Theorie des Normenrestsymbols) entwickeln. 

Besonderes Interesse verdient diese Beweisanordnung deshalb, weil der Haupt- 
satz über ternäre quadratische Formen — wie ich am Schluß dieser Note noch etwas 
näher ausführe — wesentlich identisch ist mit dem Hauptsatz über normale einfache 
Algebren vom Grade 2 ((Quaternionenalgebren). Der hier behandelte Fall des Grund- 
körpers R ist der einzige, in dem man bisher einen von den analytischen Hilfsmitteln 
der allgemeinen Klassenkörpertheorie freien Beweis hat, und überhaupt der einzige 
Fall in der Zahlentheorie, wo der Schluß vom ‚Kleinen‘ aufs „‚Große‘“ elementar durch- 
führbar ist. 


$ 1. Vorbereitende Betrachtungen. 


Sei ein beliebiger Körper mit von 2 verschiedener Charakteristik (in den beab- 
sichtigten Anwendungen einer der Körper R oder R,). Die (nieht-identische) Nulldar- 
stellbarkeit in $? durch eine nicht-singuläre ternäre quadratische Form aus $ ist ın- 
variant gegenüber nicht-singulärer Transformation der Form ın 8 und Multiplikation 
der Form mit einem von Null verschiedenen Faktor aus 8. Durch solche Operationen 
kann man die Form bekanntlich in die Gestalt 

f =” — ay? — b:? (a,b+#0 aus ®) 


1) Über die Darstellbarkeit von Zahlen durch quadratische Formen im Körper der rationalen Zahlen, Journ. 
f. Math. 152 (1923). 

2) Siehe dazu Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen über Zahlentheorie, 4. Aufl., Braunschweig 1894, $ 157. 
Journal für Mathematik. Bd. 172. Heft 3. 17 
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bringen. Handelt es sich um £ = NR, so können dabei a, b noch als ganze quadratfreie 
Zahlen vorausgesetzt werden. 
Hilfssatz 1. Stellt f die Null in $ dar, so existiert auch eine Nulldarstellung durch 
fin &mitz=#0,d.h. es ist dann b durch die binäre Form u? — av? in $ darstellbar. 
Beweis. Ist z= 0 in einer Nulldarstellung durch / in $, so ist a=aß in $, und 
dann stellt u? — av? = (u + ay®) (u — ayv) trivialerweise alle b aus $ dar. 





Ich ordne / die quaternäre Form 
F = a? — ay? — bz? + abw? = (x? — ay?) — b (2? — aw?) 
zu. 


Hilfssatz 2. / stellt die Null dann und nur dann in & dar, wenn F die Null in $ 
darstellt. 


Beweis. a) Stellt / die Null in $ dar, so natürlich auch F (mit w = 0). 
b) Stellt umgekehrt F die Null in $ dar: 


(23 — ay?) — b(233 — aw}) = 0, (2 Yo, 20, %p nicht alle Null), 


so ergibt die Multiplikation mit 23 — aw? nach der bekannten Multiplikationsformel 
für die binäre Form u? — av?: 


(2o2o + aYyoWo)” — A(XoWp + Yo20)” — b(25 — aus)? = 0. 


Dies ist eine Nulldarstellung durch f in 8, wenn 23 — aw # 0 ist. Der Fall 23 — awz = 0 
ist trivial, da dann auch 23—ay? =(, also nach einer dieser beiden Gleichungen 
a=a3 in $ ist; dann ist aber 


a3—a: 1? —b:?=0 
eine Nulldarstellung durch / in &. 

Bezeichnungen: Die Nulldarstellbarkeit durch F oder f in $ sei mit (a,b) 1 be- 
zeichnet. Sind die mit a, b und a’, b’ gebildeten Formen F und F’ äquivalent, so schreibe 
ich (a,b) = (a’, b’). Ist (a,b) 1, so ist dann auch (a’,b’) “1. Ferner ist natürlich 
(a, b) = (aa3, bb3) für beliebige a,, d, # 0 aus . Schließlich ist ersichtlich (a, db)» (b, a). 


Hilfssatz 3. /st (a, w41, so ist (a,b) » (a, b'). 


Beweis. Aus der Voraussetzung folgt nach Hilfssatz 1 das Bestehen einer Dar- 
stellung 

b 

2 


in ®. Es ist dann, wieder nach der oben benutzten binären Multiplikationsformel, 


= u? — av 


F = (2? — ay?) — b (2? — aw?) = (2? — ay?) — b’ (u — av;) (2? — au?) 


— (2? — ay?) — b’((ug2 + avyw)? — a(vy2 + u,W)?). 


' 


Ug2 + av, w =2 
v2 + uw = w 


ie  _ | 
eine nicht-singuläre Transformation ist (Determinante u — au = Tg + 0), folgt die 


Behauptung. 
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$S 2. Beweis des Hauptsatzes. 

Daß aus der Nulldarstellbarkeit in AR die Nulldarstellbarkeit in allen %, folgt, 
ist klar. Für die Umkehrung genügt es sogar, wenn man nur voraussetzt, daß die Null 
in allen zu endlichen Primstellen p (Primzahlen) gehörigen R, darstellbar ist. 

Seien also jetzt a,b ganze rationale quadratfreie Zahlen, und sei vorausgesetzt, 
daß / die Null in allen endlichen A darstellt. Es ist zu beweisen, daß dann f die Null 
in R darstellt. 

Ich verwende dazu vollständige Induktion nach der absoluten Größe von a,b, 
und zwar denke ıch mir diese Zahlpaare ohne Einschränkung immer so geordnet, daß 
ja] < |b| ist, und schließe dann induktiv nach der Rangordnung 

(1,1); (1,2), (2,2); (1,3), (2,3), (3, 3); 
für die Betragspaare (| a |, |b|). 

Für [a] =1, |b| =1 ıst die Behauptung leicht einzusehen. Von den vier Formen 
/ dieser Art, nämlich 


> u) 
- 


u 2 „2 u p - ou 2 -2 Fu 2 -2 
Jı =]1I BERN Y u fa a Y "i009 Is — | u Y ee fa — 4 N Y N oo. 


stellen nämlich f,, fs, f3 ersichtlich die Null in R dar. Dagegen erfüllt /, gar nicht die 
Voraussetzung; denn /y, stellt die Null sicher nicht in R, dar. Existierte nämlich eine 
primitive (d. h. ganzzahlige teilerfreie) Nulldarstellung 23 + y3 +23 =0 ın R,, so 
wäre die linke Seite additiv aus drei Summanden zusammengesetzt, deren jeder = 0) 
oder 1 mod. 4 ist, und die nicht alle = 0 mod. 4 sind; sie ist also = 1,2 oder 3 mod. 4, 
und daher sicher nicht = 0. 

Bemerkung. Nimmt man auch die unendliche Primstelle p (R, der Körper aller 
reellen Zahlen) in die Voraussetzung mit auf, so erledigt sich dieser Punkt natürlich 
noch einfacher. 

Sei jetzt angenommen, daß die Behauptung bereits für alle in der genannten Rang- 
ordnung vorhergehenden Formen f als richtig erwiesen ist, wo f eine Form mit |\b/ > 1 
ist (bi =1 ist ja erledigt). 

Nach der Voraussetzung stellt f die Null insbesondere in allen denjenigen R, dar, 
die den Primteilern von b entsprechen. Sei 


x? — ay? — bz? = 0) 
p Jp p 


eine primitive Nulldarstellung in einem solchen R,. Dann ist sicher „= (0 mod. p; 
denn sonst folgte x, = 0 mod. p, also bz} = 0 mod. p?, und dann wegen der (uadrat- 
freiheit von b notwendig auch z, = 0 mod. p, im Widerspruch zur Primitivität. Nach 
einem bekannten Satz über lineare simultane Kongruenzen existieren dann ganze ra- 
tionale Zahlen xy, Yo, 2, derart, daß 


X E dp mod. b 
Yo = Yp mod. b 
HE» mod.b 


ist, und dabei ist y, prim zu db. Es ist dann 
3 — ag —bi3=0 mod.b, also ay= as mod. b. 
Durch Division mit y, entsteht daraus eine Relation 
a= ug mod.b, 


in der u, ganz rational und 











139 Hasse, Hauptsatz über ternäre quadratische Formen. 


Ez 


angenommen werden darf. Sei dann 
u —a=bb' = bb'vs, 
wo also auch b’ ganz rational ist und b’ den zugehörigen ganzen quadratfreien Kern be- 
zeichnet. 
Ist hier 5b’ = 0, so ist a = aß in R und f trivialerweise Nullform in R. 
Ist aber 5b’ #0, so hat man 


le) er ( ä er 
ee” b’v, — 5 b’v, , d. h. „Pr 1 ın N, 


also nach Hilfssatz 3 
(a,b) » (a,b') ın R. 
Es genügt daher nach Hilfssatz 2, die Form 
f = x — ay?® — b’ 2? 
als Nullform in R zu erweisen, und ebenfalls nach Hilfssatz 2’steht dazu fest, daß f’ in 


allen endlichen R, Nullform ist. 
Nun geht aber — und das beendet den Beweis auf Grund der Induktionsannahme 
— die Form f’ in obiger Rangordnung der Form f voran. Denn es ist 


a|l_ db? ja 'b vr 
133 1=1, | +tl31= zn sa trı<in, 
da wie gesagt |b| >1, also 22 ıst. Es ist also 
jals|dl, || <Ib,, 
und das besagt ın der Tat das Vorangehen von f’ vor f. 

(Ausführlich: Entweder ist sogar |a| <|b|; dann steht f’ sogar in einem vorher- 
gehenden der oben durch Semikolons abgetrennten Abschnitte der Rangordnung. Oder 
es ist |a| = |b|; dann steht zwar f’ ım selben Abschnitt, geht aber wegen |b’| < |d/ 
voran.) 


| 2 [1 1} 2% 
an =, ıu a u 
es =| > —-5|5|, + 








Zum Schluß sei noch kurz auf den Zusammenhang mit dem Hauptsatz über Quater- 
nionenalgebren eingegangen. Bezeichnet (a,b) die Quaternionenalgebra (u, v) mit 
den Relationen 

.=a, db, w=—wu, 
so ist F die (reduzierte) Norm des allgemeinen Elements 
x + uy + v2 + uvw 
von (a,b), und die Relation (a,b) —1 (F Nullform) besagt das Zerfallen der Algebra 
(a,b). Der Hauptsatz besagt daher, daß (a, b) über R dann und nur dann zerfällt, wenn 
alle p-adischen Erweiterungen (a, b), zerfallen. 

Hilfssatz 3 ist in dieser Deutung eine Folge der allgemeinen Algebrenregel 

(a, b,b,) — (a, b,) (a, b,), 
die aussagt, daß das direkte Produkt zweier zyklischen Algebren zum Zerfällungskörper 
(ya) (der triviele Fall a=a3 ın 8 kann beiseite gelassen werden) mit den (ein- 
gliedrigen) Faktorensystemen 5, und d, zu der zyklischen Algebra zu $(ya) mit dem 
Faktorensystem b,b, ähnlich ist. 


Eingegangen 19. März 1934. 

















Über einige Randwertprobleme, 
insbesondere der Elektrodynamik. 


Von Rudolf Weyrich ın Brünn. 





Eine besondere Lösung u(r, z) der für den Fall axialer Symmetrie spezialisierten 
Wellengleichung 


B) Fe. 1 } 
(1) Au+ku=-—- +55+ 


in der r, g,z Zylinderkoordinaten und k? eine im allgemeinen komplexe Funktion von 
r bedeuten mögen, läßt sich leicht durch den klassischen Ansatz 

(2) u=R(r) -Z(z) 
gewinnen, wobei A eine Funktion von r allein, Z eine Funktion von 3 allein sein möge. 
Die Differentialgleichung (1) geht hierdurch nach Trennung der Veränderlichen in die 
Form über 


1 > en ._ 1 d?Z 
R \dr? r dr) PA: Zu 
und der bekannte Schluß, daß beide Seiten dieser Gleichung einem von r und z unab- 


hängigen Parameter /? gleich sein müssen, liefert für R und Z die beiden Differential- 
gleichungen 


R d?R I dR ; en 

(3a) at +W—-MR=0, 
- 

(3b) + RZ=0 


Ist insbesondere, was im folgenden vorausgesetzt werden soll, k? eine abteilungsweise 
konstante Funktion von r, so läßt sich für solche Bereiche von r, in denen A? stetig ist, 
durch Einführung von Yk? — 7?r als neue unabhängige Veränderliche (3a) in die Bessel- 
sche Differentialgleichung vom Index 0 überführen, während (3b) in bekannter Weise 
durch Exponentialfunktionen integrierbar ist. An den Unstetigkeitsstellen von k? möge 
R zunächst undefiniert bleiben. 

Aus einer besonderen Lösung von (1), die aus je einer Lösung von (3a) und (3b) 
bei gleichem A in der Form (2) gebildet ist, kann man der Linearität von (1) wegen all- 
gemeinere Lösungen in Form eines linearen Aggregates endlich oder unendlich vieler 
mit willkürlichen Konstanten multiplizierten Lösungen der Form (2) herstellen, die 
für mehrere diskrete Werte von 4 gebildet sind, oder in der Grenze in der Form eines 
bestimmten Integrals, indem man die rechte Seite von (2) mit einer willkürlichen Funk- 
tion von A multipliziert und über ein beliebiges Intervall integriert. Hierbei ist aller- 











134 Weyrich, Über einige Randwertprobleme, insbesondere der Elektrodımamik. 


dings vorauszusetzen, daß so gewonnene unendliche Reihen bzw. bestimmte Integrale 
so beschaffen sein müssen, daß die in (1) auftretenden Ableitungen durch gliedweise 
Differentiation bzw. Differentiation unter dem Integralzeichen erhalten werden können. 
Im folgenden mögen diese Voraussetzungen als erfüllt angesehen werden. Unter diesen 


r 2 1 2 . . . . . 

Umständen kommt dann, wenn ci und ca zwei linear unabhängige Zvlinderfunk- 
I « 

tionen vom Index O0 bedeuten, der Lösung 


+ 2 x ers 
(4) u = f eiz[f,(A)Ch (YR®— Ar) + f,(1) Ch (YR®— 32 r)] d} 


der Grad voller Allgemeinheit zu, da die unter dem Integralzeichen stehenden willkür- 
lichen Funktionen f, (4) und f,(4) zwei voneinander unabhängigen, in der Lösung selbst 
auftretenden willkürlichen Funktionen gleichwertig sind. 

Die besondere Wahl des Integrationsparameters / und des Integrationsintervalles 
ın (4) ermöglicht es, unter gewissen Voraussetzungen die üblichen Randwertaufgaben 
für die Differentialgleichung (1) für solche Bereiche zu lösen, die durch zwei koaxiale 
Zylinder r = const. begrenzt sind. Liegt etwa die erste Randwertaufgabe vor, handelt 
es sich also darum, eine Lösung von (1) zu finden, die in einem Gebiet, in dem k® zunächst 
als stetig vorausgesetzt werde, nebst gewissen Ableitungen stetig ist und auf den Grenz- 
zylindern r=r, und r =[r, in zwei vorgegebene Funktionen G, (2) und G,(z) übergeht, 
so kann, wenn G,(z) und G,(z) auf Grund des Fourierschen Integraltheorems die Dar- 
stellung 


(5) G,(2) = f erg, (}) dA (=1,2) 


gestatten, die Lösung — zunächst rein formal — in der Weise gewonnen werden, daß 
man in (4) r durch r, und r, ersetzt, worauf die durch die Randwertaufgabe geforderte 
Gleichsetzung der Integranden in (4) und (5) für f, (4) und f,(4) das Gleichungssystem 


(6) f1(2) C5 (Vk®— A2r,) + f5()Cy (VR?— #r,) = g,(A) =1,2) 
ergibt, dessen Determinante nur für diskrete — im allgemeinen komplexe — Werte von 
/, nieht aber identisch in / verschwindet. Das Gleichungssystem (6) ıst daher nach 
fı(4) und f,(}) auflösbar, wobei allerdings die Lösungen gewisse Singularitäten in 4 
aufweisen. Sollten diese singulären Stellen zum Teil auf der reellen Achse der 4-Ebene 
liegen, so ist — wenn erforderlich — für das Integral (4) sein Cauchyscher Hauptwert 
zu nehmen. Die so gebildete Funktion (4) ist dann, wenn sie in dem abgeschlossenen 
Gebiet , £r<Sr, in r und z stetig ist, die gesuchte Lösung, vorausgesetzt, daß das 
Integral (4) in dem soeben gekennzeichneten Sinne existiert und die eingangs erwähnten 
Differenzierbarkeitseigenschaften besitzt. Selbstverständlich ist damit noch nicht die 
Existenz einer Lösung nachgewiesen, die ja auch von vornherein nicht auf der Hand 
liegt. Es wird sich im Gegenteil später zeigen, daß Fälle eintreten können, in denen 
eine Lösung der Randwertaufgabe sicher nicht vorhanden ist. 


Enthält das Gebiet r, £r <r, Unstetigkeitsflächen von k® — und zwar mögen 
solehe nur in endlicher Zahl vorhanden sein —, so sind für solche Flächen, damit u (r, z) 
für das Gesamtgebiet eindeutig bestimmt sei, gewisse Übergangsbedingungen bezüglich 
der Grenzwerte vorzuschreiben, denen u und seine Ableitungen bei der von verschiedenen 
Seiten erfolgenden Annäherung an diese Flächen zustreben. Jeder Unstetigkeitsfläche 
mögen zwei solehe Übergangsbedingungsgleichungen zugeordnet sein, die überdies in u 
und seinen Ableitungen linear und homogen mit konstanten Koeffizienten sein sollen, 
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im übrigen aber vollkommen willkürlich sein können. In den Anwendungen pflegen 
diese Übergangsbedingungen durch den zu beschreibenden Tatsachenkomplex ein- 
deutig festgelegt zu sein. Der Vorgang ist nun der, daß für jedes Teilgebiet, in welchem 
k* stetig ist, ein Ansatz der Form (4) gemacht wird, so daß also doppelt so viel zunächst 
willkürliche Funktionen f,(4) zur Verfügung stehen, als solche Teilgebiete vorhanden 
sind; die Rand- und Übergangsbedingungen liefern dann ein System von linearen 
Gleichungen für die Funktionen /,(/), das dem System (6) analog ist und die Bestimmung 
der f,(4) eindeutig gestattet, wobei die Lösungen die gleichen Eigenschaften haben 
wie die des Systems (6), so daß über die mit ihnen gebildeten Integrale der Form (4) 
die gleichen Aussagen wie oben zu machen sind. Damit ist die Lücke geschlossen, die 
dadurch entstanden war, daß die Lösungen der Diflferentialgleichung (3a) an den Un- 
stetigkeitsstellen von A? zunächst undefiniert blieben. 


Einige Bemerkungen erfordert noch der Umstand, daß die Differentialgleichung (3a) 
an der Stelle r =0 eine singuläre Stelle der Bestimmtheit und an der Stelle r = 
eine wesentlich singuläre Stelle besitzt. Da nur ein Integral von (3a) existiert, das für 
r = ( regulär ist, so ersetzt die Forderung, daß die Lösung ufr, 2) für r = OÖ stetig sei, 
in dem Fall, wo das Definitionsgebiet bis zu der Geraden r=r, = einschließlich 
heranreicht, eine Randbedingung; dann kommt also die Randbedingung u(r,, 2) = G,(z) 
in Fortfall. Ebenso kann der Grenzübergang r, >— © vollzogen und die entsprechende 
Randbedingung durch Forderungen hinsichtlich des infinitären Verhaltens von ufr, 2) 
ersetzt werden; wie Forderungen dieser Art befriedigt werden können, läßt sich all- 
gemein leicht durch Heranziehung der asymptotischen Entwicklungen der Lösungen 
von (3a) entscheiden. 

Soll die Lösung u(r, 3) im Innern des Gebietes r, <r <r, nicht durchweg stetig 
sein, sondern an einzelnen isolierten Stellen Singularitäten vorgeschriebenen Charakters 
besitzen, so führt im allgemeinen folgender Weg zur Lösung der Randwertaufgabe: 
Sind Sonderlösungen von (1) bekannt, welche die vorgeschriebenen Singularitäten be- 
sitzen, ohne allerdings die Rand- und Übergangsbedingungen zu befriedigen, so bilde 
man die Summe dieser Sonderlösungen, stelle sie als Integral in der Form (4) dar und 
füge für jedes Teilgebiet, in welchem A? stetig ist, ein Integral der Form (4) mit zu- 
nächst willkürlichen Funktionen f,(4) hinzu, wobei alle diese zusätzlichen Integrale 
stetige Funktionen von r und z mit den oben gekennzeichneten Differenzierbarkeits- 
eigenschaften sein sollen. Die für die Gesamtsumme angesetzten Rand- und Über- 
gangsbedingungen liefern dann die Funktionen /,(7), vorausgesetzt, daß überhaupt eine 
entsprechende Lösung von (1) existiert. 

Ein ganz entsprechender Vorgang führt zur Lösung der anderen Randwertaufgaben, 
wobei noch zu bemerken ist, daß der Grenzübergang k —0 jeweils die Lösungen der 
entsprechenden Aufgaben der Potentialtheorie ergibt. 


Als Anwendung mögen einige Aufgaben der Elektrodynamik behandelt werden, 
die Gegenstücke zu einigen anderen bilden, die in der Theorie der Ausbreitung elek- 
trischer Wellen längs der Erdoberfläche grundlegend sind !). 


1) A, Sommerfeld, Über die Ausbreitung der Wellen in der drahtlosen Telegraphie, Ann. d. Phys. 28 (1909), 
S. 665— 736. 

Herm. Weyl, Ausbreitung elektromagnetischer Wellen über einen ebenen Leiter, Ann. d. Phys. 60 (1919), 
Ss. 481—500. 

R. Weyrich, Zur Theorie der Ausbreitung elektromagnetischer Wellen längs der Erdoberfläche, Ann. d. Phys. 
85 (1928), S. 552—580. 
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Es mögen &, u, o Dielektrizitätskonstante, Permeabilität und Leitfähigkeit eines 
zylindrisch geschichteten Mediums bedeuten, also genauer gesagt, abteilungsweise 
konstante Funktionen von r sein; ferner sei » die Kreisfrequenz, mit der zeitlich har- 
monische elektromagnetische Schwingungen in diesem Medium erregt werden. Diese 
Schwingungen seien axialsymmetrisch zur z-Achse, der Schwingungszustand sei stationär. 
Die Maxwellschen Differentialgleichungen mit E als elektrischer, Ö& als magnetischer 
Feldstärke 


ER in, 2(e +06) = rot $ 
und die geforderten Symmetriebedingungen sind dann erfüllt, wenn unter Einführung 
einer Hertzschen Funktion u(r, 2), die der Wellengleichung (1) mit 


12 EUW? + Iuco 





(7) 


genügt, die Komponenten der elektrischen und magnetischen Feldstärke in folgender 
Weise angesetzt werden: 





5=$, Ne I eier], $,=9, =, 
tum 0° 
(8) C,=Re = 5 ein EEE 


um 


o2u | 
— I. ERBEN 2 BEE —_ int 
E = Ne Der (k u+23)e 





Der besonderen Lösung von (1) 





exp ikYr? + (2— £)? 

m — 
Yr+@—2% 

als Hertzsche Funktion, die an der Steller = 0, z = eine charakteristische Singularität 
aufweist, entspricht bei diesem Ansatz das Strahlungsfeld eines an dieser Stelle liegenden 
elektrischen Dipols (Linearantenne), dessen Achse mit der z-Achse zusammenfällt. Es 
möge nun zunächst zur Erläuterung der auseinandergesetzten Methode die Aufgabe 
behandelt werden, die Hertzsche Funktion des Strahlungsfeldes eines solchen Dipols 
in einem Medium zu ermitteln, das in dem Bereich 0 <r <a die Materialkonstanten 
£1), #4), 0, mit der gemäß (7) dazugehörigen Wellenzahl k,, in dem Bereich r> a die 
Materialkonstanten &,, 4s, 0, mit der entsprechenden Wellenzahl A, besitzt, während 
keine weiteren Energiequellen wirksam sind. 





Die Darstellung der Funktion u, in der Form eines Fourierschen Integrales 
+0 
2 “ran 
BUNLEI 
Vr+(@—2)% 





—&@ 


ist für o, # 0, wenn noch dazu r + O0 vorausgesetzt wird, sicher möglich, und für g() 
gilt die Integraldarstellung 


+ ® 


4 EN —ilt - 
2 1 J > ik, Vr + @ in e-ik Id — £ fer ik, Vr+ _ aa ixda. 
Vre £ f I (2 EP 7ı ; 





g(i) = Ir Vr? ı x 
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Hieraus ergibt sich auf Grund der Formel ?) 





+» 
+ @—L)% 2 > . 
(9) [ exp pikyr? + ” @—L ” _ 608 NN, de = in uw [ke — n n ) on nz 
Vr? + (2 — £)? h h? 7 
wenn in ihr z2= 0) und ” “ — ) gesetzt wird, 


(a) = 5 HOP (YRE— En)! 


Hinsichtlich des Vorzeichens der Quadratwurzel ist dabei vorauszusetzen, daß ihr 
Imaginärteil positiv sei, wie aus der Ableitung der Formel (9) hervorgeht. Diese Voraus- 
setzung ist für den Wertebereich, den 4} durchläuft, erfüllt, wenn das Vorzeichen der 


Quadratwurzel so gewählt wird, daß lım VYE®— 72—= -+io ist und im übrigen Stetig- 
i>+» 
keit der Wurzel in A gewahrt bleibt. Dann ıst also 
+ 


i 


r % 

„= J " ul Hy’ (Yk?— 32r)di = if cos )(2—&) HM, (Yk?— 32r)d 
a 0 

entsprechend der Tatsache, daß u, eine gerade Funktion von z—[ ist. 

Da in dem Bereich 0 < r < a keine weitere Energiequelle (Singularität) vorhanden 
sein soll, so ist in ihm die gesuchte Lösung, die mit u, bezeichnet werden möge, als Summe 
von u, und einer weiteren Lösung der Form (4) anzusetzen, die aus Symmetriegründen 
ebenfalls eine gerade Funktion von 3—£ und in dem ganzen Bereich O<r<a nebst 
den in (8) auftretenden Ableitungen stetig sein muß. In dieser Zusatzlösung ist daher 
nur die Besselsche Funktion J, zulässig. Hiernach ist u, in folgender Form anzusetzen: 

ee) 
u, = [ cos Alz — 2) [iR (y k? — 32r) ) J,(Vk?2 — 32r )|d2. 
0 
Der entsprechende Ansatz u, für den Bereich r > a ergibt sich aus der Erwägung heraus, 
daß, wenn o, #0 ist, der vorhandenen Dämpfung wegen U; mit 7 > © exponentiell 


verschwinden muß. Wird über das Vorzeichen von Yk2 — 32 die gleiche Verabredung 





etroffen wie bei Yk?— 42, so ist daher in dem Ansatz nur die Hankelsche Funktion 
1 ’ 

1 : . Eh : u . r u . 
HS zu verwenden, da sie die einzige Zylinderfunktion vom Index Null ist, die im Un- 
endlichen der positiv-imaginären Halbebene verschwindet. Da auch u, eine gerade 
Funktion von z—£ sein muß, so ergibt sich schließlich 

’ 


» 


u, = [ cos A(2— &) fz(7) Hy (Vk3— A2r) di}. 
0 


Es sind nun noch die beiden Funktionen f,(4) und /,(4) zu bestimmen. Diese werden 
nunmehr durch die Grenzbedingungen der Maxwellschen Theorie festgelegt, auf Grund 
deren die Stetigkeit von €, und $, an der Trennungsfläche r = a gefordert wird. Ge- 
mäß (8) muß demnach 


eu on ı cu TE eu, 
Cl Ira Cl /r=a 5 02" /r=a k; CS Ira 


ı 
| sein oder, nach Eintragen der Integraldarstellungen für u, und u, und Vergleichen der 





2) R. Weyrich, Über das Btrahlungsieil einer endlichen Antenne zwischen zwei vollkommen leitenden Ebenen, 
Ann. d. Phys. (5) 2 (1929), Nr. 7, S.803. Mit dem Funktionssymbol H sind stets die entsprechenden Hankelschen 
Zylinderfunktionen (dritter Art) bessishnst . 
Journal für Mathematik, Bd. 172. Heit 3. 15 
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Integranden unter Beachtung der Tatsache, daß Jo(r) = — Jı(?), H% (x) =— Hy (?) 
ist, 


Vk?— 3: ernnnncn - 22a) + f,(2) J, (VRR? — 22a)] = Yk2— 327,(4) Hy (V k3— 32a), 
ia (2) LH a) + SI CR Ba)] = 2 (Re — 23) 1,2 HR Wa), 


Hieraus ergibt sich 


= 
‚Ai uk) kt— 72 H% (V kt — 32a) Hy (Vk3 — 22a) — uak2V k3— 32H, (Y kt — 72a) HSV k3 — 72a) 
1 k3y RE — 32 I, (VRR — Aa) HP (VRR — 720) — usk2yY RE — 321, (VRR — 8a) HD (YR3— 32a) 

















u [VRR — Ra) HXYR— Ba) — I, (VRR — 7a) HoYkr— Ra)] e 
M [nu köyk? E= 72.30 kE — — 42a) Hy (V k2 — 32a) — Me k? kg won 72J,(Vk2— 72a) Hy k32 — 32a)| 
211, kz Vk— Pr 








k3 — 22 [a RBV RE — 28 Jo(YRR — Bea) HDAY RE — gone u 770 kr — 22a) HV(/ k3— 720) 


da, wie man leicht zeigt, die Wronskische Determinante 


Jo(&) Hy (x) — Jul) Hy (2) = —[Jo(z) Hy (2) — Isle) Hy (a)] = — 


7X 


ist. Damit ist die gestellte Aufgabe gelöst, denn die Integrale, die durch Eintragen der 
für /,(4) und fs(A) gewonnenen Ausdrücke in die Integraldarstellungen von u, und u, 
entstehen, erfüllen für r #0 und o,, o, + 0 alle an sie zu stellenden Bedingungen, wie 
man ohne weiteres durch Heranziehen der für große Werte von 4 geltenden asym- 
ptotischen Entwicklungen der Zylinderfunktionen erkennt. Diese Integrale dürften zu- 
gleich der einfachste analytische Ausdruck für die Lösung sein, denn eine weitere funk- 
tionentheoretische Behandlung dürfte des verwickelten Verhaltens der Integranden 
wegen, die neben polaren Singularitäten noch die vier Verzweigungspunkte = + k, 
und 4 = + A, aufweisen, kaum zu übersichtlichen Ergebnissen führen. Ein Sonder- 
fall, der besonderes Interesse verdient, möge allerdings noch weiter untersucht werden. 
Er entsteht durch den Grenzübergang o, > © und entspricht physikalisch dem Ein- 
treten vollkommener Reflexion an dem Grenzzylinder r =a. Aus dem asymptotischen 
Verhalten der Hankelschen Funktionen ?) 


HDG) = V2 ee f u oft N ) 


[Rev +4)>0; —n+eSargs<s?2n—e mit e>0] 
ergibt sich sofort mit Rücksicht auf die Festsetzungen über das Vorzeichen von / k2 — 32 
lım /,(4) = lim u;(r, 2) = 0, 


während wegen 

H,VR— a) _ ;; 
im U 9 
>» H} (Vk3 — 32 a) 
fe _ ,; He Vk— — 72a) 
ae Jo kt — 22 a) 








ist, 


®) G. N. Watson, A treatise on the theory of Bessel functions, Cambridge 1922, pg. 197. 








a) 


ee E 
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Da wegen der gleichmäßigen Konvergenz der Grenzübergänge (uneigentliches 
Integral und Grenzübergang im Integranden) unbedenklich der Grenzübergang unter 
dem Integralzeichen vollzogen werden kann, so ergibt sich nach dem Grenzübergang 
für u,, das im folgenden der Einfachheit halber wieder durch u ersetzt werden möge, 
ebenso wie hinfort der Zeiger 1 an k,, &, und z, weggelassen und Y k?— 72 = 9 gesetzt 
werden soll, 








u (1) (1) 
lim u, =u= 7 fer Jotga) Ho et (0) 4; 
(10) 4 (2) (1) (2) (1) 
ia it fer» (oa) Hy, (or) — I, (or) H, (0a) d} 
2 2J (0a) . 


Mit Rücksicht auf die weiteren Entwicklungen ist der Cosinus wieder durch die Ex- 
ponentialfunktion ersetzt worden. Übrigens wäre man zu dem gleichen Ergebnis ge- 
langt, wenn man sogleich der Maxwellschen Theorie entsprechend für r = a die Rand- 
bedingung €, = O0 eingeführt hätte, wie das bei dem Eintreten vollkommener Reflexion 
erforderlich ist; über Ö, sind dabei keine weiteren Voraussetzungen zu machen. 

Gegenüber dem allgemeinen Fall tritt nach dem Grenzübergang o, > © dadurch 
eine wesentliche Vereinfachung ein, daß der Integrand in (10) in A unverzweigt und 
daher meromorph ist. Der Nenner des im Integranden auftretenden Bruches, der kurz 
mit B bezeichnet werden möge, ist nämlich eine eindeutige Funktion von /, da J,(z) 
eine gerade Funktion von z ist; daß aber auch der Zähler eindeutig in 4 ist, folgt un- 
mittelbar aus den Umlaufsrelationen für die Hankelschen Funktionen. Für diese gilt 
bei einem halben Umlauf um den Nullpunkt ®) 


Hy ze”) = Hg (2) — 2Jo(2) =— Hy (2), 
während J,(3) dabei ungeändert bleibt. Einem vollen Umlauf von A um einen der Ver- 
zweigungspunkte -+- k entspricht nun ein solcher halber Umlauf von o = Jh? — 32 
um die Stelle 0. Es besteht aber auf Grund der Umlaufsrelationen die Identität 
Jolzıe‘*) Hg (22€) — Jol22e'*) Hy (21e'*) 
= Jo(2ı) [Hg (22) — 2J0(22)] — Jo(22) [Hg (21) — 2Jo(21)] = Sol) Hy (23) — Jo(22) Hg (2, ), 
so daß auch der Zähler von B bei einem vollen Umlauf von A um die Stellen + k wieder 
zu seinem ÄAusgangswert zurückkehrt, womit die Eindeutigkeit des Integranden in 
bewiesen ist. Darüber hinaus ergibt sich, daß der Integrand für 4 = + k trotz der 


Singularität der Hankelschen Funktionen regulär ist, denn durch Heranziehen der 
Entwicklungen der auftretenden Funktionen in der Umgebung des Nullpunktes findet man 


i (1) (1) , 21 r 
lim [Jo(ea) Hy, (er) — Joler) Ho (ea)] = -— log —. 
> +k ‚T a 


Der Integrand besitzt als singuläre Stellen daher ausschließlich die von den Nullstellen 
des Nenners herrührenden, einfachen Pole 


,= + RM (= +14, +2...), 


wobei die Werte kb die ihrem Betrage nach geordneten, bekanntlich reellen Null- 
stellen der Funktion J,(z) bedeuten sollen, ferner = — ki”">0 für v>0 sei 


1) G. N. Watson, 1. c. pg. 75, Gleichung (5). 
15* 
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Integranden unter Beachtung der Tatsache, daß Ji(x) = — Jı(r), HV (x) = — H\ (x) 


Rn" nn <Z PR 2a), 
a (RR 2) LEHRE = 72 (k®— 22) f,(A)H, (Vk3— 22a). 
2 Pr 


Hieraus ergibt sich 

(4) = u 

; a k2V kt — 72HG (Vk} — 320) HYy RE — 22a) — uaktV Rd — 2 HYYkr— Aa) Ho (Ykz — Ha) 

itı k2 syRr— 72 J, (VRR — 72a) HY’ (Vk2 — 32a) — usk$V k2— 32 9, (Vk2 — 72a) HO (YR2— 32a)’ 
f2(?) 2 
dm 2) YR— Ba) HYyR—Ra)— I YH—Ra)HhYR— Ra)  _ 
Vk&— 72 [1 Kay k2 — 22J,(Y RR — 32a) HOVRE— Ma) — u5k? VRR — 32 I, (YhE — 22a) Hy — 220)| 

| 2u, kV — 2 Ru 
zay kg — [u höy 2 — 32 JRR — 32a) HYRE— a) — u,k2yk? — 32J,(V RR — 22a) HK — 320)) 


da, wie man leicht zeigt, die Wronskische Determinante 

















J(2) H® (2) — I) HP) = — Ile) HP (a) — Ile) HPa)) = — 


7X 


ist. Damit ist die gestellte Aufgabe gelöst, denn die Integrale, die durch Eintragen der 
für /,(4) und fz(A) gewonnenen Ausdrücke in die Integraldarstellungen von u, und u, 
entstehen, erfüllen für r #0 und o,, o, + O0 alle an sie zu stellenden Bedingungen, wie 
man ohne weiteres durch Heranziehen der für große Werte von 4 geltenden asym- 
ptotischen Entwicklungen der Zylinderfunktionen erkennt. Diese Integrale dürften zu- 
gleich der einfachste analytische Ausdruck für die Lösung sein, denn eine weitere funk- 
tionentheoretische Behandlung dürfte des verwickelten Verhaltens der Integranden 
wegen, die neben polaren Singularitäten noch die vier Verzweigungspunkte A = -+ k, 
und 4= + k, aufweisen, kaum zu übersichtlichen Ergebnissen führen. Ein Sonder- 
fall, der besonderes Interesse verdient, möge allerdings noch weiter untersucht werden. 
Er entsteht durch den Grenzübergang o, > © und entspricht physikalisch dem Ein- 
treten vollkommener Reflexion an dem Grenzzylinder r =a. Aus dem asymptotischen 
Verhalten der Hankelschen Funktionen ?) 


we 2ermielsof] 


[Rev +4) >0; —n+eSargzss2n—e mit e>0] 
ergibt sich sofort mit Rücksicht auf die Festsetzungen über das Vorzeichen von / k2 — 32 
lim /(A) = lim u,{r, 2) = 0, 


während wegen 
1/2 _ 72 
lım Ho (Wk: Ei 
>» HV(YR— Ra) 
A)ıı/L2 __ 32 
en ‚Ho (Vk? — 32 a) 
>“ JolVkt — 2 a) 








®) G. N. Watson, A treatise on the theory of Bessel funetions, Cambridge 1922, pg. 197. 
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Da wegen der gleichmäßigen Konvergenz der Grenzübergänge (uneigentliches 
Integral und Grenzübergang im Integranden) unbedenklich der Grenzübergang unter 
dem Integralzeichen vollzogen werden kann, so ergibt sich nach dem Grenzübergang 
für u,, das im folgenden der Einfachheit halber wieder durch u ersetzt werden möge, 
ebenso wie hinfort der Zeiger 1 an k,, &, und zu, weggelassen und Y k?— 72 = o gesetz 
werden soll, 





. gm (1) i (1) 
lim u, a 5 fer zuge) Suter) dert Se len) di 
(10) se ' 
BL j „ine —» Ho_(ga) Ho (er) — Hy (or) Hy (ga) „, 
2 2,J (eu) u 


Mit Rücksicht auf die weiteren Entwicklungen ist der Cosinus wieder durch die Ex- 
ponentialfunktion ersetzt worden. Übrigens wäre man zu dem gleichen Ergebnis ge- 
langt, wenn man sogleich der Maxwellschen Theorie entsprechend für r =a die Rand- 
bedingung &; = 0 eingeführt hätte, wie das bei dem Eintreten vollkommener Reflexion 
erforderlich ist; über Ö, sind dabei keine weiteren Voraussetzungen zu machen. 

Gegenüber dem allgemeinen Fall tritt nach dem Grenzübergang o, > © dadurch 
eine wesentliche Vereinfachung ein, daß der Integrand in (10) in A unverzweigt und 
daher meromorph ist. Der Nenner des im Integranden auftretenden Bruches, der kurz 
mit B bezeichnet werden möge, ist nämlich eine eindeutige Funktion von /, da J,(2) 
eine gerade Funktion von z ist; daß aber auch der Zähler eindeutig in 4 ist, folgt un- 
mittelbar aus den Umlaufsrelationen für die Hankelschen Funktionen. Für diese gilt 
bei einem halben Umlauf um den Nullpunkt ®) 


Hy zei) = Hy (2) — 2Ju(2) = — Hy (2), 
während J,(z) dabei ungeändert bleibt. Einem vollen Umlauf von A um einen der Ver- 
zweigungspunkte -+ k entspricht nun ein solcher halber Umlauf von o = Yk?— 32 
um die Stelle 0. Es besteht aber auf Grund der Umlaufsrelationen die Identität 
Iolz,e”) HD (zz6”) — Jule”) HD (z ei”) 
= Jo(21) [Ho (22) — 2J0(22)] — Jol22) [Ho (a1) —2Iolzı)] = Fol) Ho (22) — Jol22) H5 (2), 
so daß auch der Zähler von B bei einem vollen Umlauf von A um die Stellen + k wieder 
zu seinem Ausgangswert zurückkehrt, womit die Eindeutigkeit des Integranden in i 
bewiesen ist. Darüber hinaus ergibt sich, daß der Integrand für 4 = + k trotz der 


Singularität der Hankelschen Funktionen regulär ist, denn durch Heranziehen der 


Entwicklungen der auftretenden Funktionen in der Umgebung des Nullpunktes findet man 
lim (J,(ea) HI(gr) — Juter) HP(ga)] = = log. 
i>+k T a 


Der Integrand besitzt als singuläre Stellen daher ausschließlich die von den Nullstellen 
des Nenners herrührenden, einfachen Pole 


wobei die Werte k%’ die ihrem Betrage nach geordneten, bekanntlich reellen Null- 
stellen der Funktion J,(z) bedeuten sollen, ferner AV =— ki ”>0 für v>0 sei 





1) G. N. Watson, l.c. pg. 75, Gleichung (5). 
18* 
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und positive Zeigerwerte den Polen des ersten, negative denen des dritten Quadranten € 
zugeordnet sein mögen. Setzt man 





Lea +iß, (= +1, +2...) 
. " - A 
so ıst zufolge (7) 
euo® Ko 100 (12) 
Yo 2) P- 0 . k, | — E> er.58 we: 
(11) X ana P, _- u 2: Be q3 N x,P, -- 92 (v = ir 1, iz 2 .. r M ’ 
100) | 5 
. . . .,. I . 
woraus zu ersehen ist, daß die Pole A, auf der gleichseitigen Hyperbel aß = - liegen, 


und zwar so, daß sie im ersten Quadranten denjenigen Teil des entsprechenden Hyperbel- 
astes erfüllen, der, von dem gleichfalls auf ihm liegenden Werte k ausgehend, sich in 
seinem weiteren Verlauf der positiv-imaginären Halbachse asymptotisch anschmiegt, 
während die Pole im dritten Quadranten spiegelbildlich zu denen des ersten in bezug 
auf den Ursprung gelegen sind. Die Pole beider Polreihen sind überdies asymptotisch 
äquidistant. 

Für das Folgende ist das asymptotische Verhalten von BD für große Werte von 
4) von Bedeutung. Es genügt, die Untersuchung etwa auf die negativ-imaginäre 
Halbebene der A-Ebene zu beschränken, da B in 4 gerade ist, so daß sich das Ent- 
sprechende für die positiv-imaginäre Halbebene sofort ergibt; außerdem ist nur das 
Verhalten längs besonderer Wege von Belang, die als Integrationswege in Aussicht ge- 
nommen sind. Als solcher werde ein Weg in der /-Ebene betrachtet, der, von der nega- 
tiven reellen Achse asymptotisch ausgehend, in seinem weiteren Verlauf in der Form 
einer in ihren Teilen nahezu geradlinigen, rechtecksähnlichen Kontur unter Umgehung 
der Verzweigungspunkte A= + k von o=YAk2— 32 in die negativ-imaginäre Halb- 
ebene der A-Ebene hineinreicht, um sich schließlich wieder asymptotisch der positiven 
reellen Achse anzuschmiegen, und der in der g-Ebene folgenden aus Geradenstücken 
zusammengesetzten Linienzug zum Bild hat: Von —ıi © nach — ıy (Teilweg I), von 

1\rz 


— ıy nach (" 4 z) hen iy (Teilweg Il), von (n -I- 2) —iy nach (n + z) — + iy 


(Teilweg III), von (n -H =, = + iy nach iy (Teilweg IV), von ıy nach ı© (Teilweg V). 


Hierin sei n eine positive ganze Zahl und y eine positive Zahl von solcher Beschaflen- 
heit, daß 


se | | 
In +z Z>ıkl und y> |k| 


ist. Der Verlauf des Weges in der 4-Ebene hinsichtlich seiner Lage zu den Verzweigungs- 
punkten ist dann in der angestrebten Weise gesichert. Dieser Weg geht, entsprechend 
den Festsetzungen hinsichtlich des Vorzeichens und der Stetigkeitseigenschaften von 


o = Yk?— 32 bis auf O (=) aus dem entsprechenden Weg in der o-Ebene durch eine 


Drehung um — 5 hervor. Für hinreichend großes |}| sind die Deformationen gering, 
was sich übrigens auch sofort aus den leicht zu diskutierenden Kurven ergibt, aus denen 


sich der A-Weg zusammensetzt, und der Weg in der 4-Ebene trifft keinen der Pole von B. 
Da auf dem Wege stets die Ungleichung 


IT B T 
Pe ei 
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erfüllt ist, so können zur Untersuchung des asymptotischen Verhaltens von B die 
asymptotischen Entwicklungen der Zylinderfunktionen in der gebräuchlichen Form 
herangezogen werden °). Es ergibt sich bei der Zugrundelegung der in der zweiten Zeile 
von (10) angegebenen Form von B 


(12) . 


En Er a a rn Ka a) ee kr 


el | o| 

















+ sın (oa — 





NEE Er 
li Ho(t) 


11/2 | 
2 V-; os (ga — = hı & a 
” cos 1+0\- 








TE 5 I ol, 
IT 
4 


+ sin (ee 





und hieraus, da 


cos | oa — — | 
’ 4 


| — - erisue)| [1 + Ole-13m@l) ] 


. ( . 
sin Ioa — — 
| - Aalı 


ist und auf den Teilwegen 1, II, IV und V Ofe-«!3"@|) durch o| . ersetzt werden 


I 


darf, für diese Teilwege 


m — enge) 





1 4 o(—.)| 1 t- OXe- en \3mol)] 
'nıo,r e« \Ine)| f Re olZ)It- 1 _ Ofe-weiöme))] 
2 ” e-\3me)] 1- a o(-,)| ö 


Da ferner auf dem betrachteten Weg 





1 
= +0[ | 
e rn 


ist und insbesondere auf den Teilwegen I, II, IV und V © (2) durch One — ) 


ersetzt werden darf, so ergibt sich für diese Teilwege 


| EM 1 
'Sm(o)| = Re (A) + Oz 


und 
(13) B= | nn e—\Re(A)] 1 4 o( E )|. 
Bea | ar |Re(2)| 'NRe(})) 
Besteht nun etwa zwischen den beiden reellen Variablen z und £ die Ungleichungz— {= (0, 


so ist jedenfalls auf dem gesamten Weg, da auf ihm der Imaginärteil von } im wesent- 
lichen negativ, jedenfalls aber nach der positiven Seite hin beschränkt ist, die Funktion 
ei#@—2) beschränkt. Bei dem Grenzübergang y >», der |Re(})| >» auf den Teil- 
wegen I, II, IV und V zur Folge hat, verschwindet daher fürr #0 unds—{=0, wie 





5) G. N. Watson, 1. c. pg. 198, Gleichungen (3) und (4), pg. 199, Gleichung (1). 
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aus (13) folgt, der Integrand von (10) auf diesen Teilwegen exponentiell. Folglich ıst 
das über den Gesamtweg erstreckte Integral (10) gleich jenem, das mit dem gleichen 
Integranden auf einem Integrationsweg gebildet ist, dessen Bild in der o-Ebene eine 
von (n + 2) — — io bis (n + +)= ++ io verlaufende Gerade ist, da bei der mit dem 
Grenzübergang y > © verbundenen Deformation des Integrationsweges keine Pole 
überschritten werden und die Integrale über die Teilwege I, II, IV und V gegen Null 
streben. Allerdings ist das über den soeben betrachteten Gesamtweg erstreckte Integral(10) 
nicht dem in der eigentlichen Lösung auftretenden äquivalent, bei welchem der Inte- 
grationsweg die reelle Achse der A-Ebene ist. Auf Grund des Residuensatzes wird der 
Unterschied zwischen beiden durch die — 2ri-fache Summe der Residuen des Inte- 
granden von (10) in jenen Polen wiedergegeben, die zwischen den beiden Integrations- 
wegen liegen. Da die Pole einfach sind, lassen sich diese Residuen durch Bildung der 
Grenzwerte gewinnen 


ı ic! 5 (1)/1/7 > (1) A— U 
5 ED [VRR 22a) HO(YRR— Br) — JR Er) HYYR— #a)]- IR RS 
f .r) 
= — _el_e0 J vH (r) z | ur ._ ko 
. a23_, Jılk9]' 


da offenbar 


ISIN kr) 
— A — eu 


und 


in JR — _ 22 2a) [5 I,VRZ -Ra)| 


i>)_, pm Er AL ns 





ist. Auf das Vorzeichen der Quadratwurzel kommt es hierbei offenbar nicht an, da 
wegen der Eindeutigkeit des Integranden in (10) auch der Grenzwert in A eindeutig sein 
muß. Es ergibt sich daher für s—{=<0 











7 (1)r 2.) 
(14) u=— — ‚7 ko Ho [ko ] era) J 9 
, J[K0) 
r% (n+p-i 
i cn HP (oa) HY(or) — H% (or) H, (ea) 
+ —. | eit@-) _ d}, 
2J (oa) 


2 —(n+ Hi 
wobei der Integrationsweg in dem Rest-Integral die Polreihe des Integranden zwischen 


dem n-ten und (rn + 1)-ten Pol zu durchsetzen hat. Der Einfachheit halber sei er so 


gewählt, daß sein Bild in der o-Ebene die Gerade Re(o) -(n + 7) — ist. Da die positiven 


Nullstellen o„ von J,(oa) asymptotisch durch die Werte (n — 7): (n =1,2,...) dar- 


gestellt werden, und zwar mit so guter Annäherung, daß die für n = 1 auftretende größte 
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0.05 . er 
Abweichung bereits kleiner als Ben ist 6), so sind die erforderlichen Eigenschaften für 


den Integrationsweg gesichert. Durch die Substitution 


und demgemäß 


RR E ° 5 2 
\=—10 h_® mit Iım |/1 — —, = +1 
Y 0? jet» 0? 


geht das Rest-Integral in (14) nach Eintragen der asymptotischen Entwicklungen für 
die Zylinderfunktionen und Vornahme der schon in (12) durchgeführten Vereinfachungen 


. 1 
bei Beachtung der Tatsache, daß längs des ganzen Integrationsweges o(- durch 
\.d 


1 r 
o| -) ersetzt werden kann, über in 


N 
gr eel+olt)]ereelı+oft)] 
DB (— 1" Fr | ei@—) _—— JEIEER.. SEHEN... a al Da a . rn di dt 
. AVazar. i 1 u 4 dt Vo 
—_—“ Coj at - 1l+0 — - i Sin at 0 — - 
n n 
, in+l a” . u o . 
wobei e=e “ gesetzt ist. Hierin bleibt der die asymptotischen Ausdrücke 


enthaltende Bruch im Integranden mit unbegrenzt wachsenden rn in t beschränkt und 
verschwindet für r #0 und jedes r mit unbegrenzt wachsenden |!) exponentiell. Da- 
durch bleibt die Konvergenz des Integrals sichergestellt, da die nach Kürzen mit Coj at 
entstehenden Ausdrücke e“—"!: &oj at und e—“-"'!:&oj at die gleichen Eigenschaften 
haben und |e| =1 ist, während wegen ‚Simat:Cojat| = |Tgat, < 1 der Nenner für 
hinreichend großes n sich um beliebig wenig von 1 unterscheidet. Ferner ist für 
2—{ 0 und hinreichend großes n 


ur 
u iilz—}) e] ze o(z—}) [ [= | 
b > — > ’ — , - () ri 
(15) ( ( 4 | m 
er - +;) 2 (?—;) 1 Rn OÖ (=) < we; | a 
n N, 


und ebenfalls 


während gleichmäßig in t 


1 
lım — =0 
n»» Yo 
ist. Hieraus und aus den vorgenommenen Abschätzungen folgt für z—{ <s0 
lım R„ = 0 
n>%» 


und demnach 








__AS ku Ho (ko ] _,e-) y | 


6) Vgl.etwa E. Jahnke und F. Emde, Funktionentafeln mit Formeln und Kurven, 1928, S. 122, Tafel IV. 
Aus den dort angegebenen Nullstellen #,„ von J,(r) folgt die Behauptung durch elementare Rechnung. 
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Ganz entsprechend läßt sich der Fall z—{ = 0 erledigen, nur ist es notwendig, den 
Integrationsweg in gleicher Weise in die positiv-imaginäre Halbebene hinein zu de- 
formieren, damit die für die Konvergenz der Residuenreihe wesentliche Ungleichung (15) 
erhalten bleibt. Die übrigen Abschätzungen ändern sich nicht, da — wie schon erwähnt — 
der nach Entfernung des durch (15) abgeschätzten Exponentialfaktors verbleibende 
Teil des Integranden von (10) eine gerade Funktion von 4 ist und daher alles darüber 
Auseinandergesetzte sich entsprechend auf die positiv-imaginäre Halbebene überträgt. 
Aus der Lage der Integrationswege ergibt sich sofort, daß nunmehr u gleich der + 2ni- 
fachen Summe der Residuen der Polreihe A., ist, so daß also wegen }_, = — /;, die 
Funktion z allgemein die Darstellung 


7 ®» ko HO[ KO] r M 
17 un= — in Bien Au e»l2—17 a 
( /) a? 2 7, J,[K0] 0 0 a 





gestattet. Allerdings beruht der Beweis wesentlich auf der Voraussetzung r + 0, welche 
der Formel (9) und damit der Integraldarstellung von u, zugrunde liegt, ganz abgesehen 
davon, daß für r = 0 die Verwendung der asymptotischen Entwicklungen der Zylinder- 
[funktionen unzulässig wäre. Dementsprechend versagt auch die Integraldarstellung 
(10) allgemein für r = 0, obwohl zu erwarten und nachzuweisen ist, daß u bis auf die 
singuläre Steller = 0, z = regulär ist. Daß dies tatsächlich der Fall ist, läßt sich nun 
unschwer aus (17) schließen, so daß diese Darstellung aus diesem Grunde der Integral- 
darstellung (10) überlegen ist. Da nämlich offenbar 


| Kr 
lim |! — | 


| 
>o | Ay | 





= 


ist, und aus den asymptotischen Entwicklungen für 45’ und J, in Verbindung mit 
ko) — 6 = a 7 +0(-) 
+ 


die Relation 











OL = u 
© J,[# ] | »——>x |(C08S (v — 1)r | 


folgt, so konvergiert die Reihe (16) für | z— {| +0 auch für r = (0 und zwar etwa wie 


n 


. . . . . ——l2—}] 
eine geometrische Reihe mit dem Quotienten e * ‚da 


ym(A,4ı — 4) = n [kir+D — Kr] + o(-) -7 + o(-) 


a v 


ist. Entsprechendes läßt sich von den in (8) auftretenden Ableitungen von u zeigen, so 
daß auch die durch (8) definierten Größen ebenso wie u selbst bis auf die Steller =, 
2 = regulär sind. 

Einige — allerdings sehr belangreiche — Bemerkungen sind noch bezüglich des 
Falles zu machen, daß auch die Voraussetzung o #0 fallen gelassen wird. Bei dem 
Grenzübergang oe — 0 degeneriert die durch (11) dargestellte Hyperbel in das aus den 
Achsen der 4-Ebene bestehende Geradenpaar aß = 0, wobei aber nur eine endliche 
Zahl von Polen };, auf die reelle Achse zu liegen kommt, und zwar jene, deren Zeiger 
der Ungleichung 
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genügen. Ist insbesondere der Zylinderradius a so gewählt, daß für ein gewisses v = n 
das Gleichheitszeichen in dieser Ungleichung gilt, so zeigt (17), daß wegen des Faktors 
}n = 0 im Nenner des n-ten Gliedes u über alle Grenzen wächst. Es liegt dann Resonanz 
vor zwischen der durch u, dargestellten Primärerregung und der n-ten axialsymme- 
trischen Eigenschwingung der dielektrischen Säule, die den Zylinder ausfüllt. In diesem 
Falle existiert die Lösung u nicht, und damit ist ein Beispiel aufgezeigt, aus dem hervor- 
geht, daß die formale Durchführbarkeit der auseinandergesetzten Theorie keineswegs 
die Existenz der Lösung sicherstellt, sondern daß von Fall zu Fall diese Existenz nach- 
gewiesen werden muß. Abgesehen von dieser Feststellung ist aber dieser Fall deswegen 
wichtig, weil diese Resonanzerscheinung ein elektromagnetisches Gegenstück zu den 
Vorgängen in einer akustischen Pfeife darstellt, wobei die Betrachtung des auf Grund 
des Gleichungssystems (8) gebildeten Poyntingschen Vektors eine ausführliche Er- 
örterung des Energiestromes gestattet, worauf hier indessen nicht weiter eingegangen 
werden soll. Es möge nur noch erwähnt werden, daß die Partialwellen des durch (17) 
dargestellten Spektrums für oa =(0 in charakteristischer Weise in zwei Gruppen zer- 
fallen. Die Partialschwingungen, für die v <n ist, haben in radialer Richtung den 
Charakter stehender, in axialer den fortschreitender und räumlich ungedämpfter Wellen, 
während diejenigen, für die v»> n ist, in axialer Riehtung überhaupt keinen Wellen- 
charakter aufweisen und in dieser Riehtung räumlich exponentiell gedämpft erscheinen, 
wobei die Dämpfung mit wachsender Ordnungszahl wächst. Dies hat zur Folge, daß in 
hinreichend großer Entfernung von der singulären Stelle der Teil des Spektrums, für 
den »>n ist, vernachlässigt werden kann, wodurch eine wesentliche Vereinfachung 
eintritt. Übrigens lassen sich, wie ohne weiteres ersichtlich, ganz ähnliche Bemerkungen 
ım Falle oa #0 machen. 

Die durch die Reihe (17) dargestellte in z und Z£ symmetrische Funktion u(r, z, 5) 
hat, wie aus der ihr eigentümlichen Singularität hervorgeht, den Charakter einer Green- 
schen Funktion und kann dementsprechend zur Bildung allgemeinerer Lösungen in 
Gestalt von Kernintegralen herangezogen werden. So läßt sich das Hertzsche Potential 
U des Strahlungsfeldes einer endlich ausgedehnten, von Wechselstrom durchflossenen 
Linearantenne, die das Intervall a <z=<s / der Zylinderachse ausfüllt, nach Unter- 
drücken des Zeitfaktors e”'“ in der Form 


ß 


U=[ulr,2,2)f(d)d 


x 


darstellen, wobei für den fernerhin der Einfachheit halber ausschließlich betrachteten 
Fall oa =0 zwischen der Funktion /(z) und der Stromstärke J des Antennenstromes 
die Beziehung’) 

J = — c#e[f(z)e-*] 


besteht. Wird insbesondere die Linearantenne in einer ihrer Eigenschwingungen erregt, 
so ist auf Grund der Abrahamschen Formel 


B no. e 
ın +1)al: — — 
Br 2 (2n + 1)zect 
J = A098 — (08 
P—x B—a 


?) Vergl. R. Weyrich, Über das Strahlungsfeld einer endlichen Antenne zwischen zwei vollkommen leitenden 
Ebenen, Ann. d. Phys. (5) 2 (1929), Nr. 7, S. 799. In dieser Arbeit ist die Möglichkeit des Ansatzes von U’ als Kern- 
integral in der obigen Form eingehend begründet. 

Journal für Mathematik, Bd. 172. Heft 3. 19 
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zu setzen®), wobei für die Grundschwingung n =(, für die Oberschwingungen n =1,2,... 
zu nehmen ist. Da die Kreisfrequenz »® der Schwingungen nunmehr von der Länge der 
Antenne abhängt, so sind, um Übereinstimmung zu erzielen, folgende Substitutionen 
in den allgemeinen Formeln zu machen: 


_(@n+I)ae k=yon ® _(2n + 1)aVen 

















10 B—a N nn zug R 
P+a 
a (an +1)2[e \ 48, Pte) 
a - en us = L mn 5 


Hiernach ist das Hertzsche Potential des Strahlungsfeldes einer Linearantenne, die ins- 
besondere das Intervall —h sz<s +h der z-Achse erfüllt, unter den vorliegenden 


Bedingungen das folgende: 


A 
(18) U=— u fur. 2,{) cos ir dd. 


Aus der Herleitung der Reihe (17) geht hervor, daß nach dem Eintragen dieser 
Reihe in (18) unter dem Integralzeichen eine Reihe entsteht, die als Funktion von £ für 
r? + (z—£)?> ö> 0 eine integrable Funktion darstellt, während ihre Partialsummen 
gleichmäßig hinsichtlich r, z und n in £ beschränkt und ebenfalls integrabel sind. Das 
Gleiche gilt für die entsprechenden Real- und Imaginärteile, so daß auf Grund des Satzes 
von Arzelä ?) gliedweise Integration gestattet ist. Bei der Durchführung dieser Inte- 
gration ist darauf zu achten, daß sich für die Lösung U verschiedene analytische Aus- 
drücke ergeben, je nachdem z>2h, —hsz<S + hoder z<S — A ist, da im ersten Falle 
wegen z—£>0 die Exponentialfaktoren in (17) bei der Eintragung in (18) durch 
eti»@—D), im dritten wegen 2—& <0 durch e-i#@-9 zu ersetzen sind, während 
im zweiten Falle (—h<z<s + h) das Integral in zwei zu zerlegen ist. Von diesen 
reicht das erste, in welchem wegen z—{£> 0 die Exponentialfaktoren e%»@-9 zu 
lauten haben, von — h bis z, während das zweite, in welchem die Exponentialfaktoren 
wegen 2—&<0( durch e-i#@-9 zu ersetzen sind, von z bis + h zu erstrecken ist. 
Offenbar ist U eine gerade Funktion von z, so daß das Ergebnis im dritten Fall (z <— Ah) 
aus dem im ersten Fall (2> + h) durch Ersetzen von z durch —z erhalten werden 
kann, also die Angabe der Formeln für die beiden ersten Fälle genügt. Die Durch- 
führung der elementaren Rechnungen liefert das Ergebnis: 





























„(An +1)224 & Ko HW{RD] ip: 1a 
— <szsHth: — (— . Ei Di. ME Rn er)’ 3 

hSesth VAN LE) 3 arme | 

TR 
.[e BIP > VOPR...... BEIDEN > Au A} Ik 
ı cos 4,2 + (—1) On -+ In cos 57, 
9 © 2.0) zz 2.) u 
z>h: U=(—1)" (Zn +1) m" A — ko Ho (ko | c08 A, A a . 
( 








ach . 7,9, [x] „e__ (2n + 1)?7°? 
e Ah? 


6) R. Weyrich, Bemerkungen zu den Arbeiten ...., Ann. d. Phys. (5) 9 (1931), Nr. 5, S. 516. 

*) (, Arzelä, Rend. Ace. Line. (4) 1 (1885), S. 537, bzw. Memorie Ist. Bologna (5) 8 (1899/1900), S. 723—725. 
Vgl. auch Enz. Math. Wiss. IIC 9b, S. 1077 ff. Da die in Frage kommenden Sätze nur für reelle Funktionen aus- 
gesprochen zu werden pflegen, so ist inn Text das Zurückgehen auf den Real- und Imaginärteil erforderlich. 
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wobei entsprechend den vorangegangenen Auseinandersetzungen 


, _]/Qr + 1% Kine 
= 1/ — — I 2 — — 
. Ah? ! a? 


mit positivem Real- und Imaginärteil zu setzen ist. Aus diesen Formeln ergibt sich 
unter Heranziehung von (8) ein ganz ähnlicher Charakter des Strahlungsfeldes für die 
endlich ausgedehnte Antenne wie für den einfachen Dipol, so daß eine weitere Erörterung 
des Strahlungsfeldes, das man damit vollkommen beherrscht, nicht erforderlich sein 
dürfte. 

Ganz ähnlich wie in dem behandelten Randwertprobleme gestaltet sich die Lösung, 
wenn an Stelle eines elektrischen Dipols ein axial orientierter magnetischer Dipol 
(Rahmenantenne) als Energiequelle verwendet wird. An die Stelle des Gleichungs- 
systems (8) tritt dann das folgende !) 

(19) ,=-&=0, 6, — Re |— - 


= " | | 





22 n 
u, | 
), = Ve | —— Zune 9 _=0 == De uf (Ru + Bd em! «|, 
H—=N ’ E ‚ DR io 028, 


Lu er cz 


während alles übrige, insbesondere auch die Funktion u, für die Primärerregung, un- 
geändert bleibt. Insbesondere sind auch die formalen Ansätze für u, und u, die gleichen 
wie bei dem entsprechenden Problem mit elektrischem Dipol, da die Forderungen hin- 
sichtlich der Stetigkeit und des Verhaltens der Lösungen im Unendlichen sich nicht 
ändern. Lediglich die Übergangsbedingungen, denen zufolge &, und $, an der Trennungs- 
fläche z=a stetig sein sollen, finden nunmehr einen anderen analytischen Ausdruck, 


cu, OU If, Pu Ei. , 
u - — A k? iu >. en = u: en k? Us 7 Aa R 
Cl /r=a OT Ira "ı 2" Ip =a Us 02" /r=a 


und zwar 


woraus sich nach Eintragen der Integraldarstellungen für u, und u, für /,() und /z(/) 
das Gleichungssystem 


YR— [Hy (VRR — 32a) + f(A)J (VRR — 22a)] = Yk3— 9° 1,(2) Hy (Yk3— 2a), 
2 2) LAYER Ra) + (2) WE Ba)] = -- (K}— 72) 1202) HYRE- Ra) 


"1 i 
ergibt und hieraus für f,(#) und f,(2): 














a) = VRR WR Ra)H YE— Ra) — u HEY Ra) VE Ra) 
U uVk2— 32 I, (VR— 22a) HAYRE— 32a) — uYkR— 42 J(VhR— 32a) HYR3 — 22a) 
a SR TEE FA NE FR EUR Far Fu 
Ve alm, VIE 32 J (Vk?— 32a) Hy — 32a) — u, Vk3— 32 I (VRR — 32a) H(YR? — 72a)] 
_. FEN... ul. EEE 
zay k2— M[u,y k? — 32J (VRR 32a) HXYRE— 32a) — u VE — 32 I, (VE — Ra) HNYRR— 32a)] 


Auch in diesem Falle ist die allgemeine Lösung ihrer Kompliziertheit wegen weniger 
interessant, als die durch den Grenzübergang o, > © vereinfachte, bei welcher für den 


10) Riemann-Weber, Die Differential- und Integralgleichungen der Mechanik und Physik, 1927, Bd. II, 
S. 431, Gleichung (21), bzw. S. 564, Gleichung (1). 
19* 
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Raum r Sa wieder die Zeiger 1 weggelassen werden sollen. Es ergibt sich ähnlich wie 

















früher 
ANY — 78 Wı/T2 33 

lim /(A) = —i Hr \ ar ) _ —i H (VB — Pa) 

> ® J(VR? — 32a) J,(Vk?— 32a) 
und demnach 

+% 2» (1) r (1) 
(20) ımu,=u= i [ eited JR — #a)Ho (YR— Ar) — H, H; VRr— A JVRr— 3 Ar arr 
> u J (VRR) 
+ 
RE i [ Ja H®X (VRR 72a) ) HSV Re? — 3: Ar) — Hy ( (VR?— — 72a) ) HD (VRR 7 Ar) 75 
2 J J(VR—32 a) 


Nun zeigen die Umlaufssubstitutionen für die Besselschen und Hankelschen Funk- 
tionen 4) 


Jolze*) = Il), Jılae”) = — Jıl), 
Hy (ze'”) = Hy (2) — 2J (2), HY’(ze'”) = — HY(z) + 2J (2), 
daß bei einem halben Umlauf um den Nullpunkt ein Ausdruck von der Form 
J (2) HY’(z,) — HY’(z,) Jo(23), wie er im Zähler des ersten Bruches in (20) auftritt, 
sein Vorzeichen umkehrt, da 
Jılz1e”) Hy (2ge'”) iR Hy (ze) Jol22e'”) 
= — J(2) [HS (22) — 2Io(22)] — Jolz) I Hi la) + Il) 
= — [J,(2) Hy (2) H, (2) Jo(22)] 
ist. Das gleiche Verhalten zeigt der Zähler der Brüche in (20) bei einem vollen Umlauf 


von A um einen der Verzweigungspunkte 4 = + k, und da bei einem solchen Umlauf 


der Nenner J,(Vk?— 42a) ebenfalls sein Vorzeichen wechselt, so erweisen sich die 
Brüche und damit die ganzen Integranden in (20) als eindeutige Funktionen von /, 
die in A meromorph sind und zwei Reihen von einfachen Polen auf derselben gleich- 
seitigen Hyperbel haben, die als Trägerin der Polreihen bei der vorigen Aufgabe auf- 
trat; nur die Lage der Pole auf der Kurve ist eine andere. Werden die positiven der be- 
kanntlich reellen und paarweise entgegengesetzt gleichen Nullstellen der Funktion 
J,(z) der Reihe nach mit k\” (v=0,1,2,...) bezeichnet, wobei ki = 0 sein soll und 
hinsichtlich der Kennzeichnung der Lage der Pole und der übrigen Nullstellen von J;(z) 
durch das Vorzeichen des Zeigers » die gleichen Verabredungen wie früher getroffen 
werden sollen, so ergeben sich für die Pole für » #0 die Ausdrücke 








a ki? 
= + le — EEE ER WERE N 


a? 


Bei dieser Aufgabe sind aber im Gegensatz zu der vorigen die zu v = 0 gehörigen Punkte 

—= + k singuläre Punkte des Integranden, und zwar ebenfalls einfache Pole, was sich 
unmittelbar aus folgendem ergibt. Mit ®,,(0) als in einer gewissen Umgebung von ge = 0 
konvergenten Potenzreihen von 0 = Vk®— 72, auf deren Bau im einzelnen es nicht 
ankommt, ist 12) 


11) G. N. Watson, l.c. pg. 75, Gleichungen (1), (5) und (6). 
12) G, N. Watson, l.c. pg.15, Gleichung (1), pg. 62, Gleichung (3) und pg. 73, Gleichung (1). 
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Ier) =1 +0 Bıle), Fila) = ea |5 + eRılo)], 
Her) = =" [Jsler) log er + Palo), 


21 1 
Ha) = & |r1te0) Iog ea — + eBıte)|. 


und daher wird 


1 Fy,(ea) H®(or) — H%(oa) Jutor)] 


Jı(ea) 
=: 2u ei nu J,(oa) log — r Juler) ” oBs(e)| 


7 2 oa 


_ 4 1 — u A 1 | 1 
— + Polo —zark En TR+R | + Bolk — 0) 


nr a?o® 


(B,(o) muß nämlich der Eindeutigkeit des ganzen Ausdrucks wegen eine gerade Funktion 
von o sein.) Die Integranden in (20) haben daher für die Pole A= + k die Residuen 
2i | 





etik@—?) während für die übrigen Pole A, wegen 


I 
—— 








na? k 
J(VRk?— 32 a) u E 1: | u (v) 
Zu FR —. d} ‚(V k ve -Ä a) 1m Kai -5 Jlk, ] 
sich für die entsprechenden Residuen die Werte 
() zdf 2) 
as k, Hy [k, l, RZ eilviz—}) V=+1, +2...) 
a? 3,1180] q 


ergeben. Da unter Heranziehung der asymptotischen Entwicklungen der Zylinder- 
funktionen das Integral (20) eine ganz ähnliche Behandlung erfahren kann wie das 
Integral (10) der vorigen Aufgabe, so kann, wie hier nicht mehr im einzelnen begründet 
werden soll, die Funktion u auf Grund des Residuensatzes in die Form einer Reihe ge- 
bracht werden, die einen bequemeren Überblick über ihr Verhalten gestattet: 


(21) du 4 eiklz—2| +5 nn ET) x a le. 
a a? k v=] 2,J4[K”] a 


Das erste, vor dem Summenzeichen stehende Glied der Reihe (21) kann dabei ebenso- 
gut unterdrückt werden, da es für die Berechnung der Komponenten von E und Ö ge- 
mäß (19) keine Beiträge liefert. Die übrigen Glieder des Spektrums, in das u zerlegt 
erscheint, haben ähnliche kennzeichnende Eigenschaften wie die bei der vorigen Auf- 
gabe. Da bei dem Grenzübergang vo > 0 eine endliche Menge von Eigenwerten 4, reell, 
der Rest rein imaginär wird, so zerfällt in diesem Grenzfall ebenfalls das Spektrum in 
zwei Gruppen von Teilschwingungen, von denen nur die reellen Werten A, zugeordneten 
den Charakter fortschreitender Wellen in der z-Richtung haben. Näherungsweise gilt 
das selbstverständlich auch für die nächste Umgebung von o =0. Für o = 0 wird auch 
bei Primärerregung mit einem magnetischen Dipol, wie (21) zeigt, Resonanz möglich, 
da einer der Eigenwerte A, Null werden kann. Dann muß eine Beziehung 


ak = k” v=1,2,...) 


bestehen, die sich von der entsprechenden der vorigen Aufgabe nur durch das Auftreten 
der Nullstellen von J,(z) an Stelle der von J,(z) unterscheidet. Außerdem werden im 
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ersten Fall (elektrischer Dipol als Primärerregung) die Komponenten €, und 9, der 


Resonanzwelle groß — im Idealfall unendlich — gegenüber den übrigen Komponenten 
und den Amplituden der übrigen Teilwellen, während im zweiten Fall (magnetischer 
Dipol als Primärerregung) für €, und $, das Entsprechende gilt. Wird der zunächst 
als unbegrenzt angenommene Zylinder auf eine endliche Länge verkürzt, so daß eine 
entsprechende Ausstrahlung an den Enden eintritt, so ist auf Grund des Verhaltens des 
Poyntingschen Vektors anzunehmen, daß die Abstrahlung der elektromagnetischen 
Energie im wesentlichen in radialer Richtung nach außen erfolgt. 


Schließlich möge noch erwähnt werden, daß aus den Lösungen (10) und (20) bzw. 
deren Reihenentwicklungen auf Grund des Spiegelungsprinzips leicht weitere Hertz- 
sche Funktionen ermittelt werden können, die dem Innern eines ein- oder zweiseitig 
durch Flächen z = const. vollkommen reflektierend abgeschlossenen Zylinders zu- 
sreordnet sind. 





Eingegangen 5. April 1934. 











Die Nullstellen der Kongruenzzetafunktionen in gewissen 
zyklischen Fällen. 


Von H. Davenport in Cambridge und FH. Hasse in Göttingen. 


Einleitung. 


Im Anschluß an eine vorhergehende Arbeit des einen von uns!) behandeln wir 
in dieser Arbeit zwei spezielle Typen zyklischer algebraischer Funktionenkörper Z einer 
Unbestimmten über einem endlichen Konstantenkörper k. Der Grundkörper ist dabei 
beidesmal vom Geschlecht 0, also der Körper 


K=k(x) 
der rationalen Funktionen einer Unbestimmten x über dem endlichen Körper k, dessen 


Charakteristik die Primzahl p und dessen Elementanzahl die Potenz qg = p’ sei. Wir 
betrachten dann die zyklischen Erweiterungskörper 


Z=Kl(y)=k(a,y) 
von K mit einer der beiden folgenden Grundgleichungen: 
(0.1) yP—y= 0, wo mig—1; 
(0. 2) y"—=1—x", wo mg—1 und ng —1. 


Das ist je ein besonders einfacher Spezialfall der beiden in H. 1 parallel zueinander be- 
handelten allgemeinen Typen zyklischer Erweiterungskörper von Ä vom Grade p bzw. 
von einem zu p primen Grade ng — 1. Wir werden in beiden Fällen die Nullstellen der 
zu Z gehörigen Kongruenzzetafunktion £z(s), ausgedrückt in z = g*, explizit berechnen. 
Das gelingt in diesen Spezialfällen, indem Z der Struktur der Grundgleichung (0. 1) bzw. 
(0.2) entsprechend als bizyklischer Erweiterungskörper 


Z = Kult, Y) 
des rationalen Funktionenkörpers 
K, = kit) 
aufgefaßt wird, wo 
t=2"=y—y bw t=#"=1—y" 
gesetzt ist; also 


m p m 


Z= KV, ft) bzw. Z= Kult, Yi —t), 


ı) H. Hasse, Theorie der relativ-zyklischen algebraischen Funktionenkörper, insbesondere bei endlichem 
Konstantenkörper, Journ. f. Math. 172 (1934); im folgenden zitiert mit H. 1. — Mit H. 2 und H. 3 werden die folgen- 
den Arbeiten von H. Hasse zitiert: Abstrakte Begründung der komplexen Multiplikation und Riemannsche Ver- 
mutung in Funktionenkörpern, Abh. Math. Sem. Hamburg 10 (1934); Über die Kongruenzzetafunktionen, Sitzungs- 
berichte Berlin 1934. 
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Pr 
wo /t die der Gleichung 4? — y = t entsprechende Artin-Schreiersche Wurzeloperation 
bezeichnet. 
Es sei im folgenden 


2ni 


e(a) = Z°” (Z=er; & die absolute Spur in k) 


der in H. 1, $ 3 eingeführte Charakter der Ordnung p der Additivgruppe von k. Ferner 
seien x(a), y(a) feste Charaktere der Ordnungen m, n der Multiplikativgruppe von X. 

Im Falle (0. 1) werden sich in $ 1 die Nullstellen von {z(s) in z=g* als die Summen 

| Mr i u=h,..,m—i 

(0.3) 12) = —Z,2"(a) e*(a) a 
ergeben ?), die wir verallgemeinerte Gaußsche Summen nennen, weil sie für den Spezial- 
fall des Primkörpers k (also {=1,g = p) die zu den Restklassencharakteren x" mod. p 
gehörenden Gaußschen Summen im gewöhnlichen Sinne sind (von dem hier aus Zweck- 
mäßigkeitsgründen angefügten Minuszeichen abgesehen). Die Riemannsche Vermutung 
für £z(s) ergibt sich dann ohne weiteres aus der elementaren Tatsache: 


a. =... —1 
(0. 4) = 18 wer 


=1,..,.p—V 
Mittels der bekannten Charaktereigenschaften 
2 y"(e) =( und = e*(d) —( 


folgt nämlich: 
N) = rl) le) =,7'(a) la), 7 6) e*(— b) 


= ze |,) ea) = Ziele N) 


= Zyr(e) Zer(bke—1)) = ar) + xl) Ze*(d) 


== Q. 
Im Falle (0. 2) werden sich in $ 2 die Nullstellen von Zz(s) inz =g’ als die Summen 


(0. 5) al y)=— Zyrla)y(l—a) =— &,x"(a) vb) 
für diejenigen Wertepaare u, » ergeben, für die 
y"#41 (also u =1,..,m—1), y’=#1 (also v=1,...,n—1) 
und außerdem noch 
vy #1 
ist. Diese Summen lassen sich elementar auf die verallgemeinerten Gaußschen Summen 


zurückführen: 
z(x*) z(y*) w +1, v#+ ') 
0.6 alye, yw) = tr 
(0. 6) (x, y’) zip) up +1 


wo r ohne Index zur Abkürzung für r, (oder allgemeiner auch für r, mit einem be- 
liebigen festen x,=1,...,p—1) steht. Man hat nämlich: 


2) Kleine lateinische Summationsbuchstaben sollen, wo nichts anderes angegeben, die Elemente von k, ev. 
mit den beigefügten Einschränkungen durchlaufen. — Wir setzen definitorisch 2*(0) = 0 für «=1,..„m—1. 
Die Einschränkung a + 0 in der Summation kann dann auch weggelassen werden. Wir haben sie jedoch gesetzt, 
um Gleichförmigkeit mit dem später mit hereinspielenden Fall « = 0 (Hauptcharakter x = 1) zu haben, für den 
wir aus anderen Gründen die Konvention %°(0) = 1 zugrunde legen. Die Definition (0.3) liefert dann formal 
r.(X)=r,(1)=1(#=1..,.9—]). 
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tr) dep?) = &xrla) ela) Zy’lb) elb) =&x"(a) y’(b)ela + b) 
=23( 2 y*(a) y’(b))e(c) °) 


c#0 ‘Ya+b=ec 


=2 2 ,%"(aı) y’(b1) x" y’(e) e(e) 


c+0 a,+b, = 
= al, vr) rear”). 
Die Formeln (0.6) ergeben nach (0.4) wieder die Riemannsche Vermutung für £,(s). 
Nach diesen Formeln können die Nullstellen von Z,(s) als das Faktorensystem der ver- 
allgemeinerten Gaußschen Summen bezeichnet werden ®). 

Aus der Deutung der verallgemeinerten Gaußschen Summen (0.3) und ihres 
Faktorensystems (0. 5) als die Nullstellen der Funktionen Z,(s) für die durch (0. 1) und 
(0. 2) definierten Körper Z ergeben sich, wie wir in $3 zeigen werden, interessante for- 
male Relationen. 

Im Falle (0.1) ergibt sich eine Zurückführung der zu den m-ten Charakteren z, 


eines beliebigen endlichen Erweiterungskörpers k"’ (von g” Elementen) gehörigen ver- 
allgemeinerten Gaußschen Summen auf die zu den m-ten Charakteren 4“ von k gehörigen. 
Für jeden m-ten Charakter y“ von k wird durch 


(0 7) y"(a ) Ba (N (a )) d; in 1) 
06 TEE N, die Relativnorm für k”’/k 
ei 
ein m-ter Charakter y“ von k‘” definiert. Weil N (a,)=altır + TI — aan alle g—1 


Elemente a = O0 von k durchläuft, wenn a, die 9’ — 1 Elemente + 0 von k”’ durchläuft, 
durchläuft x“ alle m-ten Charaktere von k”’ in eineindeutiger Zuordnung zu den m-ten 
Charakteren y"(u =0,1,...,m—1) von k. Es ergibt sich dann die Zurückführung: 
(0. 8) 0) = 1,20). 9) 
Im Falle (0.2) ergeben sich die folgenden merkwürdigen multiplikativen Rela- 
tionen zwischen verallgemeinerten Gaußschen Summen: 


m—1 m—1 


(0. 9) Erw) = up") Tr); 


die also eine Identität in dem Charakter % darstellen °) ®). Von dem Spezialfall y” = 1 
(d.h. n|m) abgesehen, wo ein y“y = 1 ist, kann man (0. 9,) auf Grund von (0. 6) auch 
in der Form schreiben: 


*) Man beachte, rt (a) y’(b) = y’(—1) 2x y’(a)=0 für z"y’+1. Auch die Emmschränkungen 


z" =#1, 9’ + 1 wurden gebraucht, nämlich bei dem Einschluß vona=0,b=Üin die Summation in der vorher- 
gehenden Zeile. 

%) Pie 7(y) sind dabei als Zahldarstellung der Gruppe der multiplikativen Charaktere y von k an- 
zusehen. — Zum Begriff des Faktorensystems vgl. etwa H. Hasse, Theory of eyelic algebras over an algebraie 
number field, Trans. Amer. Math. Soc. 34 (1932), Formel (7. 2) 

4) Es sei ausdrücklich bemerkt, daß man nach diesem Schema nicht alle 9" — 1, sondern nur diejenigen q — 1 


verallgemeinerten Gaußschen Summen von k‘”) auf solche von k zurückführen kann, für die die Ordnung m | q’ — 1 
des Charakters auch die Eigenschaft m | g — 1 hat; insbesondere kann man also so nicht alle verallgewmeinerten Gauß- 


schen Summen auf gewöhnliche Gaußsche Summen zurückführen. 
m—1 


5) In (0. 9,) rechts kann man mit Hinblick auf 7(yP) = r(1)=1 (vgl. die Fußnote auf S. 152) auch nur 7] 
ni 
m—1 2 
anstatt 77 schreiben. 
u=V 
6) Wir kamen auf den einfachsten nicht-trivialen Fall dieser Relationen, nämlich den Fall m = 2, durch 
Rechnungen im Zusammenhang mit Theorem 5 in H. Davenport, On certain exponential sums, Journ. f. Math, 


169 (1933). 
Journal für Mathematik. Bd. 172 Heft 3, Zu 
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m—l z(y)” 
) 9, 3 , m use m . 
(C B 2) „A (xt, Y ) Tu(y”") (y En 1 ) 


In jenem Spezialfall ist (0. 9,) trivialerweise richtig, weil dann die Charaktere y“y nur 
eine Permutation der Charaktere x“ darstellen. 


Die Summen (0. 5) stehen schon bei Kummer ?), der ihre Primidealzerlegung im Körper K; der ! = {m, n}-ten 
Einheitswurzeln bestimmt, in Verallgemeinerung der von Gauß angegebenen Darstellungen der Primfaktoren von 
p= 1 mod. 4inK, und von p= 1 mod. 6 in K, durch Charaktersummen ®), die den Spezialfällen 

Y=1—ıd g=p=1mod.4 

Y=-1—r, q=p=1 mod.6 
unserer Grundgleichung (0. 2) entsprechen. Im Anschluß an Kummers Untersuchungen hat dann Stickelberger ®) 
die verallgemeinerten Gaußschen Summen (0. 3) eingeführt und den Zusammenhang (0. 6) mit den Kummerschen 
Summen (0.5) erkannt. Stickelberger bestimmt die Primidealzerlegung der verallgemeinerten Gaußschen Summen 
im Körper Knp und gibt durch Hinzufügung einer Kongruenzeigenschaft eine arithmetische Charakterisierung dieser 
Summen. Dadurch wird insbesondere das Kummersche Resultat über die Primidealzerlegung der Summen (0. 5) 
gewonnen und vertieft. In Hilberts Zahlbericht ist von diesen Kummer-Stickelbergerschen Resultaten nur der Spezial- 
fall der gewöhnlichen Gaußschen Summen (f = 1, q = p) verarbeitet 1°), in dem auch Kummer schon die Primideal- 
zerlegung der Gaußschen Summen selbst, nicht nur ihres Faktorensystems, aufgestellt hat; die allgemeinere Stickel- 
bergersche Untersuchung wird nur in einem an späterer Stelle ($ 123) gegebenen kurzen Hinweis berührt. Stickel- 
bergers Herleitung von Primidealzerlegung und Kongruenzeigenschaft der verallgemeinerten Gaußschen Summen 
geschieht nach der bei Hilbert an zweiter Stelle ($ 112) wiedergegebenen mehr rechnerischen Methode. Wir werden 
im Anhang eine etwas vereinfachte Darstellung dieses Stickelbergerschen Beweises geben und anschließend die Prim- 
idealzerlegung, allerdings ohne die zusätzliche Kongruenzeigenschaft, auch nach der bei Hilbert an erster Stelle 
($ 108) wiedergegebenen mehr begrifflichen Methode beweisen. 


Nach dem Gesagten liefert Stickelbergers Resultat eine arithmetische Charak- 
terisierung der Nullstellen von £z(s) in den Fällen (0.1) und (0. 2), die wir in $4 aus- 
führlich entwickeln werden. Es ist zu erwarten, daß auch im Falle eines beliebigen alge- 
braischen Funktionenkörpers mit endlichem Konstantenkörper die Nullstellen der zu- 
gehörigen Kongruenzzetafunktion sich arithmetisch charakterisieren lassen, und zwar 
im Zusammenhang mit der Klassenkörperkonstruktion durch Teilwerte Abelscher Funk- 
tionen 4), 


Die Relationen (0.8) und (0. 9) finden sich bei Stickelberger nicht !?). Stickelbergers 
Arbeit enthält jedoch alles für den Beweis von (0.8) und (0.9) Wesentliche. Wir 
werden nämlich in $5 zeigen, daß (0.8) und (0. 9) auch rein arithmetisch, als leichte 
Folge aus der von Stickelberger gegebenen arithmetischen Charakterisierung der verall- 
gemeinerten Gaußschen Summen, gewonnen werden können. Einen weiteren Beweis 
dieser Relationen, der sachlich auf derselben analytischen Methode beruht wie unser 


°) E. Kummer, Über die Ergänzungssätze zu den allgemeinen Reziprozitätsgesetzen, Journ. f. Math. 44 (1852). 

8) Siehe etwa P. Bachmann, Die Lehre von der Kreisteilung und ihre Beziehungen zur Zahlentheorie, Leipzig 
1872; außerdem die Literaturangaben über weitere spezielle Resultate dieser Art von Jacobi, Cauchy, Eisenstein, 
Stern in der nachstehend zitierten Arbeit von Stickelberger. 

») L. Stickelberger, Über eine Verallgemeinerung der Kreisteilung, Math. Ann. 87 (1890). 

10) D. Hilbert, Die Theorie der algebraischen Zahlkörper, Bericht, Jahresber. D. M.-V. 4 (1897), $$ 108, 112. 

11) Siehe dazu die Bemerkungen in H. 2, S. 326 f. und $S. 343; außerdem H. Hasse, Beweis des Analogons der 
Riemannschen Vermutung für die Artinschen und F. K. Schmidtschen Kongruenzzetafunktionen in gewissen ellip- 
tischen Fällen, Göttinger Nachr. 1933. 

12) Dort wird, in $3, (14), nur die folgende Relation vermerkt: 


m—1 
IT, 2-10 = Eig (+1), 
u= 


die eine triviale Folge aus (0.6) ist und dem in (0.9,) ausgelassenen Fall 9” = 1 entspricht. — Diese (für 
die durch (0.5) definierten Summen (x, x) nicht ganz triviale) Relation ist übrigens eine gewisse Umkehrung 
zu (0,6), indem sie die m-te Potenz von r(y) durch gewisse der Summen 7 (x, y’) darstellt. 
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hier in $3 gegebener Beweis, der jedoch die in H.1 entwickelte allgemeine arithhme- 
tische und analytische Thorie der relativ-zyklischen algebraischen Funktionenkörper 
nicht voraussetzt, geben wir in einer weiteren gemeinsamen Note ?°). 

Für den Körper Z=k(x, y) mit der gegenüber (0.2) nur unwesentlich verall- 
gemeinerten Grundgleichung 

(0. 10) az" +by" =c, 


wo a,b, c gegebene von Null verschiedene Elemente aus k sind, ergeben sich die Null- 
stellen von {z(s) als die Summen 


/ 


en 1) — alr)roey") why l 
0.1) den art) 


wo in Verallgemeinerung zu (0. 3) 
ta(2) = — 3 x(u) e(au) = x7'(a) r(z) 


u+0 
gesetzt ist. 
Wir drücken in $ 6 die Anzahl N der Lösungen x, y in k von (0. 10) mittels dieser Summen 
(0.11) aus. Insbesondere ergibt sich damit eine kleine Verschärfung der von Mordell 
kürzlich gegebenen Verallgemeinerung !*) der Resultate von Dickson, I. Schur, A. Hur- 
witz 9) über die Gleichung der Fermatschen Vermutung und verwandte Gleichungen 
als Kongruenzen mod. p. | 


Schließlich behandeln wir in $7 die schon oben erwähnten Spezialfälle 


=1—: q=1i mod.4 
y„=1—a?, g=1 mod.6 


der Grundgleichung (0. 2). Diese erweisen sich als wesentlich identisch mit den Spezial- 
fällen J = 1,0 in der in H. 2 entwickelten Theorie der elliptischen Funktionenkörper 
über k. Wir erhalten so einen einfachen Beweis der Riemannschen Vermutung für diese 
speziellen elliptischen Funktionenkörper und zudem eine arıthmetische Charakterisierung 
der Nullstellen der zugehörigen Zetafunktionen. 


Allgemeines über Z-Funktionen. 


Wir stellen einige allgemeine Tatsachen über L-Funktionen bei algebraischen 
Funktionenkörpern einer Unbestimmten mit endlichem Konstantenkörper voran, die 
sich aus den klassenkörpertheoretischen Grundlagen ganz analog wie bei algebraischen 
Zahlkörpern ergeben. 


Es sei A, ein beliebiger algebraischer Funktionenkörper einer Unbestimmten mit 
endlichem Konstantenkörper. Ferner seien X, K’ über A, fremde abelsche Erweiterungs- 
körper von K,, Klassenkörper zu den Divisorengruppen H, H’ in K,. x und y mögen 
die Charaktere der Klassengruppen nach HZ und H’ in X,, kurz die Charaktere von Ä/A, 
und Ä’/K, durchlaufen. Das Kompositum Z = KK’ ist dann Klassenkörper zum Durch- 
schnitt 7» H’, und die Charaktere von Z/K, sind die sämtlichen Produkte yy. Die 
zu den Charakteren x, y, xy gehörigen L-Funktionen sind: 





13) Erscheint wahrscheinlich im Quarterly Journal, Oxford series. 
14) L. J. Mordell, The number of solutions of some congruences in two variables, Math. Zeitschr. 37 (1933). 
— Die Übertragung des Mordellschen Beweises auf beliebige endliche Körper k statt des von ihm behandelten Prim- 
körpers ((=1, q = p) ist trivial. 
15) Siehe die zusammenfassende Darstellung in P. Bachmann, Das Fermatproblem in seiner bisherigen 
Entwicklung, Berlin-Leipzig 1919, $$ 25—31. 
20* 
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L(s, y) 2 En 
ts, xy) Sun ) 


wo a hier wie im folgenden stets alle ganzen Divisoren von K, durchläuft und die Charak- 
tere z(a), yla), zy(a) als eigentliche Charaktere verstanden sind. Dabei gilt also 
xy(a) = x(a) y(a) nur mit der Einschränkung, daß a keinen Primdivisor enthält, 
der zwar in den Führern von x und y aufgeht, aber aus dem Führer von xy wegfällt. 
Für die Zetafunktionen von K, K’,Z gelten die Aufspaltungen: 


&,(s) = Il Ks, x) 
(0. 12) 1 ls) = IT L6s, y) ; 
215) = II Ks, iv). 





Z = KK’ ist auch Klassenkörper über X, nämlich zur Gruppe derjenigen Divi- 
soren von K, deren Normen in bezug auf X, in FM’ fallen. Demgemäß ordnen sich die 
Charaktere Y von Z/K den Charakteren y von K’/K, eineindeutig zu auf Grund der 
Relation 


(0. 13) YA) = YAM) (N die Norm für K/K,) 


für zum Führer von y prime Divisoren X von Ä. Die zu den Charakteren Y gehörigen 
L-Funktionen sind: 


wo Y alle ganzen Divisoren von Ä durchläuft und die Charaktere Y(WX) wieder als eigent- 
liche Charaktere verstanden sind. Dabei gilt also (0. 13) nur mit der Einschränkung, 
daß der (ganze) Divisor X keinen Primdivisor ® enthält, der zwar im Führer von y auf- 
geht, aber aus dem Führer von Y wegfällt. Bei der durch (0. 13) gegebenen Zuordnung 
gelten für die Z-Funktionen von Z/K die Aufspaltungen: 


(0. 14) L(s,Y) =IIL(s, zy). 
X 
Für den Hauptcharakter Y = 1, also y =1, ist (0. 14) mit der ersten Relation (0. 12) 


identisch. 
p Be y? pP 
$ 1. Die Nullstellen von Zz(s) für Z= K(/x”") = K,(Vt, St). R 
Der Körper Z ıst komponiert aus den beiden über X, = k(t) fremden zyklischen 

Körpern 

a Bu 

K = Katy) K' = Kult). 
Die Charaktere von A/K, und A’/K, sind die in H.1, (14), (22), (23) definierten und 
in H.1, $6 zu eigentlichen Charakteren ergänzten Potenzrestsymbole 


| er =) u Pr 
(7). ah mh) (7) (#=0,1,...P—1). 


Diese Charaktere haben nach H.1, (18), $4 die Führer 
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1 für u=o0 1 für <= 
p,P. füru=1,..,m—1 p2 für «=1,..,p—1, 
wo I= > . Hiernach sind die Charaktere von Z/K, die Produkte 
\ [a u=0,1,..,m—1 
. A nr 


und zwar sind dies schon die eigentlichen Charaktere, weil bei der Multiplikation von 
Charakteren zueinander primer Ordnungen kein Führerprimdivisor wegfallen kann. 
Die Führer sind also genau die kleinsten gemeinsamen Multipla der Führer der beiden 
Faktoren, also 


1 für u = 0; 2 —( 
p, p_ für u = 1,..,M1 — u ee u () 
p”, für a =0; —l..,p—1 


p,p für a=1,..,„m—]1; sel,..,.BP—1. 
Die Z-Funktionen von Z/K, sind hiernach 
n u er. 

1.1) me-3 er een 
Sie berechnen sich explizit wie folgt: 

Zunächst ist 

(1. 2,) Lo(s) = &x.(5) = So(s) 
die Zetafunktion von K,, also die Zetafunktion für das Geschlecht 0 1%), 

Ferner ist 

(1. 2,) Lu(s) = 1 (=1l,...,8—1}) 

(1. 2,) Lo.(s) = 1 vel,..,p—1). 
Nach H.1, (33) ıst nämlich für diese u bzw. x 


{" a 
3’ (—) =0 für aller 21 


Rang‘ Q 
x u 
Ze (=) = (0 für aller 21, 
Ka)=gr Q/» 


weil die betr. Charaktere die Führer p, p_ bzw. p2, vom Grade 2 haben. 
Schließlich ist 


. 4 __ re) u=hl,..,m—1 
(1. 2,) Lul)=1— W u A | 


Einerseits folgt nämlich für diese Paare z, x ganz analog wie in H. 1, 86 
F I 
Ph (=) “) == (0) für aller 22, 
Rajzgr  A’m a 
p 

weil die betr. Charaktere den Führer p,p?, vom Grade 3 haben und der Körper Z= K( Ja”) 
nach H. 1, (3’) den Körper k selbst (keine echte Erweiterung von k) zum Konstanten- 
körper hat. 

Andrerseits entsprechen die ganzen a mit N(a) = g, also die Primdivisoren p vom 


16) Auf den in H. 3, (10) angegebenen expliziten Ausdruck für {,(s) kommt es hier nicht an. 
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Grade 1, abgesehen von den Führerteilern p,, p, eineindeutig den Elementen a + 0 


aus k vermöge 1—a= n, und dabei ist nach H. 1, (17) 





2 l 
(5), ze = et, ($) = et) = ea), 
also 
) (=) 
(= 7), 2, #la) (a) = — ur). 
Nach (0. 12) besteht nun die Aufspaltung: 
m—1l p—1 
&,(s) =/ ] [I L«1s). 
u=0 x=0 
Diese ergibt durch Einführung der expliziten Ausdrücke (1.2): 
(1.3) L,(s) = 21°) - 71/10 s; (2) 
u &o(5) u=1 »=1 q’ 


Da die verallgemeinerten Gaußschen Summen 7,(z*) für u=1,..,m—1;#2=1,...,p—1 
von Null verschieden sind und den absoluten Betrag /g haben, sind sie also die Null- 
stellen von £,(s) und es gilt die Riemannsclie Vermutung für £,(s). 

Das doppelte Geschlecht 2g von Z ist nach H. 3, Satz 5 gleich dem Grad von Z;(s) 


in —, also 


(1.4) 2: = (m —1)(p—1). 
Man stellt dies auch leicht direkt aus H. 1, (20) fest. 


$ 2. Die Nullstellen von L,(s) für Z= K(V1 — x") = K(Vt,/1—t). 
Der Körper Z ist hier komponiert aus den beiden über A, = k({t) fremden zyklischen 
Körpern 


„ 


K= Kılfi) K' = KlVi 1). 
Die Charaktere von Ä/K, und ÄK’/K, sind die Potenzrestsymbole 


— z 1-1 N) s 5 
(7), @=01,...m—1) ) W=01,..,n—D. 


Diese Charaktere haben die Führer 
l für u =0 l fürv=0 
PP. für v=l1,..,m—1 Pp,Pp, fürv =1,..,n—1, 


wotz % und 1—t=?!, Hiernach sind die Charaktere von Z/K, die Produkte 


(& (19) Era He 
lm a n A ı 
Diese Produkte sind aber hier zum Teil noch nicht eigentliche Charaktere, weil für « #0, 
v == 0 der gemeinsame Führerteiler p_ der beiden Faktoren aus dem Führer des Produkts 


wegfallen kann, wenn m und n einen von 1 verschiedenen größten gemeinsamen Teiler 
haben. 
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Um zu den zugehörigen eigentlichen Charakteren zu gelangen, setzen wir zunächst 


ohne Einschränkung fest, daß die in der Definition der Potenzrestsymbole > und 


m 


(2) gemäß H.1, (12), (14) zugrunde liegenden Charaktere y und y von k der Ord- 


g—1 a—1 


nungen m und n als die Potenzen „= o»" und y= mw" eines festen Charakters « 


von k der Höchstordnung qg — 1 gewählt seien. Ferner sei allgemein auch für jeden Teiler 
2 
I von g—1 für das /-te Potenzrestsymbol (2) der Charakter » ! zugrunde gelegt. 


2,-(@) 
a/ı 2 ‚a 

i’ 
ersichtlich sogar ohne die Beschränkung auf zu den Führern prime a, weil der Führer 


links und rechts derselbe ist. Ist daher 
(m,n)=d, m=dm, n=dn,, 


Dann gilt für Il die Regel: 


also 
= {m,n} = mn, = nm, = dmyNo, 
so hat man für zu p, prime a: 


0  (£), (ee), -(@) 9”) sr”) 


/ 


Die gemäß H.1, $6 zu eigentlichen Charakteren ergänzten /!-ten Potenzrestsymbole 
rechts sind dann die zu den Charakterprodukten links gehörigen eigentlichen Charaktere. 
Ihre Führer sind nach H.1, (18), $4 


1 für 2a =0; „=. eh v1, y-i1) 
PoPe für u=h,..,n—1; v=0 (d. h. gi => h, gr 1) 
p,p, für „=; v-l..,.2—1 (d.h. y=1, pr +1) 
DoPı für u = öms; v= (d—ö)n, (d =1,...,d—1) 

(d.h. "#1, vw +1, Yyyw—=1) 

Pp,P,p, für die übrigen Paare u, v (d.h. „#1, w#+Ü1, yo +1). 


Nur für die in der vierten Zeile angegebenen Paare u, » ist in (2.0) die Beschränkung 
auf zu p„ prime a erforderlich, während für alle übrigen Paare «, » schon das Charakter- 
produkt links in (2.0) eigentlicher Charakter ist. 


Die Z-Funktionen von Z/K, sind hiernach 


a") 1 (n=0,1,..,m— 
(2.1) Luis) = 2 - air (a0. m—1)), 


a 


Sie berechnen sich explizit wie folgt: 
Zunächst ist wieder 


(2. 2,) Loo(s) = Ix.(s) = Lo(8)- 

Ferner ist wieder 

(2. 2,) L.(s) = 1 (u=1,...,.m—1) 
(2. 2,) Lo,(s) = 1 (=1,...,n—1), 


und entsprechend hier auch noch 
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(2. 2,) Lom,, (a5), (8) =1 (ö = 1, WUrS Kuna 1). 
Schließlich ist 
(2. 2,) Laut) =1— Ar v) 


für alle übrigen Paare u, ». Einerseits ist nämlich für diese Paare «,» nach H.A, 
(33) wieder 


MMA __ y9im 
ing —=(0 für alle r z 2, 
N(a)=gr . i 


weil die betr. Charaktere den Führer p,p,p, vom Grade 3 haben und der Körper 


n 


Z=K Iyi _ r) nach H.1, (3’) wieder den Körper k selbst zum Konstantenkörper 
hat. Andrerseits ist analog wie in $ 1, weil (2. 0) für die betr. Paare «, » ohne Beschränkung 


für a gilt, 
> m .» (4) (=) -i$ (5) ( ') 


n Np)=gq 


N(a)=g Nip)=gq m HR... m 
= 2 ,(a)y’(1—a) = Zyrla)y(l— a) = — al", y*). 


Nach (0. 12) besteht nun wieder die Aufspaltung: 


m—1n— 


1 
Sz(s) =H 1 L.(8). 


Diese ergibt durch Einführung der expliziten Ausdrücke (2. 2): 


9) _ 77 (1m) 


(2. 5) Lz(s) q® 


 &ls) FRE 

xHy’+1 
Da die Summen z(%“, y”) mit y" #1, y’ #1, %"y’ #1, wie in der Einleitung gezeigt, 
von Null verschieden sind und den absoluten Betrag /qg haben, sind sie also die Null- 
stellen von £z(s) und es gilt die Riemannsche Vermutung für Zz(s). 


Das doppelte Geschlecht 2g von Z ist als Grad von Zz(s) in - hier 


(2.4) 2g = (m —1)(n—1)— (d—1), wo d=(m,n). 
Man stellt dies auch wieder leicht direkt aus H. 1, (20) fest. 


$ 3. Relationen zwischen verallgemeinerten Gaußschen Summen. 


I. Beweis der Relation (0:8). 


Es sei A’ der endliche Körper eines beliebigen Grades r über k, also von g’ Ele- 
menten. Wir betrachten den aus den beiden über Ä, = k(t) fremden Körpern 
m p 


Z=K,(yi, ft) und K9 = Ka” 


komponierten Körper 


m » 
ZN Zk” un kolyz, 1) 
Die eigentlichen Charaktere von Z/K, sind nach (1.0) 
- fen RE 


p \ 


ei F a 0,1... p—1 
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Die eigentlichen Charaktere von KY/K, sind, wenn a vom Grade n, d.h. Na) = g" ist, 


anı 
e(a) = e" " =0,1...,. a—1;8 ort, 
Denn ein Primdivisor p des Grades n von K, zerfällt in Ä, in d= (n,r) verschiedene 


Primdivisoren p, des Relativgrades r, = — "), und dies r, ist gerade die Ordnung des 


d 
erzeugenden Charakters e(p) = e"; Ky ist also Klassenkörper über X, zu der durch 
e(a) =1 definierten Divisorengruppe mit den Charakteren e°(a). 

Hiernach sind die Charaktere von Z”’/K, die Produkte 
u=0(,1,..,m—1 


2 2 
(3. 2) () (= e' (a) E =0,1,..,p—1i 
we 0 =01.., r—V, 
und zwar sind das schon die eigentlichen Charaktere, weil die Charaktere e’(a) sämtlich 
den Führer 1 haben. 
Die eigentlichen Charaktere von Z”/K, sind nach $1 


u br (e =D, l,..„m—1\ 


arm \a,/, »=0,1,..,p—UV' 


(3. 3) 
wo die Potenzrestsymbole in ÄY’ verstanden sind. Die eineindeutige Zuordnung (0. 13) 


zwischen den Charakteren (3. 3) von Z”/K\’ und den Charakteren (3.1) von Z/K, ist 
nun gerade die durch die gleichen Paare u, x gegebene, wenn man nur festsetzt, daß 


zwischen den m-ten Charakteren y, von Ak” und x von k, die der Definition der m-ten 
Potenzrestsymbole in Ky’ und X, zugrunde liegen, die eineindeutige Zuordnung (0.7), 
also 


%(a,) = (N ;(a,)) 
besteht, wo N, die Norm für AY/K, und damit insbesondere für k”’/k bezeichnet. 
In der Tat ist dann nach H. 1, (14) für B aus K,, wenn p,, p und r, die obige Be- 
deutung haben, einerseits 
B u | 2 
(3) = #6) = UN N,B)) = ziNsB)") 
B" /B 
= (N) = (=) = (+ 
A o( )) \ p , No). 
jedenfalls für nicht in den Führern der B-Symbole links und rechts aufgehende p,, und 
daher allgemeiner nach H. 1, (22) 


(3. 4) 4), e vo). 


jedenfalls für zu den Führern der B-Symbole prime Divisoren a, von K%. Andrerseits 
folgt aus dem analogen Zusammenhang 





S, die Spur für Ro /Ko,\ 


Say) S(Sr(ar)) 4 
e,(a,) =Z =ZL = e(S,(a . Rai 
(ar) ($:(ar)) | insbesondere für A"’/k 


zwischen den p-ten Charakteren e, von k’ und e von k ganz entsprechend 


17) Vgl. dazu die Ausführungen in H.3, $$ 4, 8. 


Journal für Mathematik. Bd. 172. Heft 8. 21 
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(=) = e,(S,,(B)) = e(S,S5,,(B)) = e((ruSy(B)) 


Pr 
= e(S,(B))" = 5) ie nn) 


jedenfalls für nicht in den Führern der B-Symbole aufgehende p,, und daher 


(a), nm). 


jedenfalls für zu den Führern der B-Symbole prime a,. Es besteht also in der Tat der Zu- 
sammenhang (0. 13) zwischen den Charakteren (3. 3) und (3. 1) mit gleichen Paaren u, x. 
Nach (0. 14) besteht daher die Aufspaltung 


r—1 
Lis(s)=IL, Lau(8), 





wo L/,(s) die zu den Charakteren (3.3) gehörigen L-Funktionen von Z’/KV und 


L,xc(s) die zu den Charakteren (3.2) gehörigen L-Funktionen von Z"’/K, bezeichnet. 
Nach (1. 2,) ist 





OPER ) [= 1 _,_u) er 
Lu=(8) > (- m a Nla,)‘ per 1 gq" 44 — ...; p—1 j 


a 


und ganz analog zu (1. 2,) ergibt sich 








=1,..,m—i 
"\ (xt 1 ul)e IT 
Lund) = I (E) () ara) 1 Ele e an) 
ar Am\A’p Ra) 1 oe=0,1,..,r—iA 
Führt man diese expliziten Ausdrücke in die genannte Aufspaltung ein, so ergibt sich: 
7 r—1 f uyr 
er) _ ee ET, 
( ei q q 


also 
(2) = ul) 
d.h. die zu beweisende Relation (0. 8). 


II. Beweis der Relation (0.9). 
Wir betrachten wie in $ 2 den aus den beiden über Ä, = k(t) fremden Körpern 


KK Kl) =k(x) und K = Kılyi = ;) wo ı"=14, 
komponierten Körper 


AS 


Z = Kılyi, vi) - K(yvi a) 
Die eigentlichen Charaktere von K/K,, K’/K,, Z/K, sind in $2 bestimmt. Die 
eigentlichen Charaktere von Z/K sind nach H. 1, $6 die n-ten Potenzrestsymbole in X 


(3. 5) (x a) BE. 


Die eineindeutige Zuordnung (0. 13) zwischen diesen Charakteren von Z/K und den 
Charakteren 





Gr (=0,1,...,n—1) 








AR 
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von K’/K, ist nun wieder gerade die durch die gleichen » gegebene. In der Tat gilt der 
oben für KY/K, gegebene Beweis der Transformationsregel (3.4) ganz allgemein für 
jeden Erweiterungskörper Ä von endlichem Grade über X, und liefert 
2 2 (a) | el 
(:  \Nia), (N die Norm für Ä/K,) 
jedenfalls für zu den Führern der B-Symbole links und rechts prime Divisoren X von K. 
Nach (0.14) besteht daher die Aufspaltung 


m—1 


L,(s) . Lu(s), 


wo L,(s) die zu den Charakteren (3.5) gehörigen L-Funktionen von Z/K und Z,,(s) die 
in (2.1) gegebenen ZL-Funktionen von Z/K, bezeichnet. Es ist also 


L.(s) = . 7 .- (=0,1,..,n—1), 


2 ” RW’ 

und ferner nach (2. 2,) und (2. 2,) 
ii (gel, y+l) 
L.(s) = fi a(x", y*) (?" #1, v#+ ) 

q ey #1 
Läßt man nun den in der Einleitung erwähnten trivialen Spezialfall y”" = 1 von (0. 9) 
beiseite, setzt also 9” + 1 (insbesondere y + 1) voraus, so ist durchweg y”’y #1, und 
die Einführung der angegebenen expliziten Ausdrücke in die genannte Aufspaltung 
für v»=1 ergibt: 


m—1 


& FT) rn =/]/ 1 men), 


„1 


also insbesondere durch Vergleich der Koeffizienten von in 


m—1 ae 1 _— m 

Ten -n" 5 (),  w+n. 
u=1 NW=gN—1 

Zum Beweise von (0. 9) (in der Gestalt (0. 9,)) genügt es hiernach, die folgende Relation 

zu beweisen 


m 


Ku m—1 z(y) 
3. 6) a = (— 1 gr ( m + 1). 
| . n Tu(y") ‚ 


x = von Z/K ist nach H. 1, (18), $4 
m—1 


das Produkt Po H %,., wo der Linearfaktorzerlegung 


Der Führer des erzeugenden Charakters [= 


T & primitive m-te 
® m = u - ” r ® £ 
da n=0 ul Aa nd in .) 
in K entsprechend 
I 
u # Fu Pu . 
1 me CE Mn = BR,’ 


daß neben den ®, auch ®,, im Führer vorkommt, folgt aus der gemachten Annahme 
y” #1, d.h. n+ m. 


Weil ®, im Führer vorkommt, genügt es, Xin (3. 6) links nur diejenigen ganzen 
21* 
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Divisoren vom Grade m — 1 durchlaufen, die ®, nicht enthalten. Diese entsprechen 
vermöge 

a = Alr m-—] m—2 

ao = Alz) = a"! + a2"? + + n- 

P. 
eineindeutig den normierten Polynomen in x über k vom Grade m — 1. Ist nun Azunächst 
auch prim zu den übrigen Führerteilern ®,, so ist nach dem Reziprozitätsgesetz H. 1, (28) 


Te] 


BP, 
= pl" HAIE) = Ye)" ACT") 
— y{A*(C*)), 
wo 
A*r)=1+ar+ + - Fa u al-) 


gesetzt ıst. Damit wird 
1 u qm m 1 1 ui Hr m—1 ’ m—1 r 
(=) = van) = vH Are), 
” u=0 n g=0 


und das gilt trivialerweise auch für die zu den $, nicht primen X,.da dann beide Seiten 
0 sınd. 
Damit stellt sich die Summe links in (3. 6) folgendermaßen dar: 


i = viBae) 


4 
Ay. Am ! 


. Ze ylbobı ' * * bm-ı1), 


Bot dit" HD =m 


RA gM —1 A 


letzteres weil die m — 1 unabhängigen Summationselemente a,,..., @m-ı aus k durch 
das lineare Gleichungssystem 


b, Ze A*(2*) .- 1 + a,6” + ziehe + er (u v. 0, L, MM — 1) 
eineindeutig auf die m durch die Relation 


bo +b, u + bu_ı = m 


verbundenen Summationselemente by, dj, - - -, dm —ı aus k bezogen werden. “ 
Andrerseits berechnet sich der Ausdruck rechts in (3. 6) folgendermaßen: 
- er ı(y)” = re play‘ Am-ı)elag ++ - > Am-ı) 
09: @m—ı +0 
u a ".’” Am—ı1) (ag u (da vr 1) 
An—1 


Fe: B} E; u. v(ao z An-ı)) e(a) 


an -Zi j 2 oo vb dm-1)) (“) cla) — D Ylay* * Wn-ı). 


a+0 \ 0 


Nun ıst für jedes c*#0 aus k 
ICE 


en 
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da c wegen y” #1 so gewählt werden kann, daß y”(c) #1 ıst. Daher wird weiter: 


1" rp)" = I) ylbo:- dm) (— Pi v"(b)etmb) 


but ... +. _ıTMm b+0 / 


= 3 ylbo:: "dnı) in"), 


but ... + _ FM 


und somit auch der Ausdruck rechts in (3. 6) 


y ey") _ N vlbo: imo). 


T yo ER 
m(Y ) +: + m 


Damit ist die noch zu beweisende Relation (3. 6) bestätigt. 


$ 4. Stickelbergers arithmetische Charakterisierung der Nullstellen. 

Wir führen zunächst genauer aus, was wir unter einer arithmetischen Charakteri- 
sierung einer algebraischen Zahl #9 verstehen. 

Zunächst gehört dazu die Angabe eines d enthaltenden algebraischen Zahlkörpers 
K von endlichem Grade, ferner die Angabe der Primidealzerlegung von 9 in K sowie 
die Angabe der absoluten Beträge der Konjugierten zu # in den zu K konjugierten Körpern 
(also zusammengenommen die Angabe der Werte von ® bei den sämtlichen Bewertungen 
von K). Durch diese Angaben ist # bereits bis auf einen Einheitswurzelfaktor aus K 
festgelegt; denn gehört eine Zahl 9* ebenfalls zu K und hat dieselbe Primidealzerlegung 
und dieselben Konjugiertenbeträge wie 9, so ist — eine Einheit aus K, deren Kon- 
jugiertenbeträge sämtlich 1 sind, also eine Einheitswurzel aus K '®). 

Zur vollständigen arithmetischen Charakterisierung von ® gehören dann noch 
weitere Angaben über 9, etwa Angaben über das Verhalten von # bei Automorphismen 
von K oder Kongruenzangaben für 9 oder beides, die derart beschaffen sein müssen, 
daß sıe für kein 9* = ed mit einer Einheitswurzel & # 1 aus K zutreffen. 

Ist insbesondere 9 in einem absolut-abelschen Körper K enthalten und |9? =! 
eine rationale Zahl, so kann die Angabe der übrigen Konjugiertenbeträge unterbleiben. 
Denn wegen der Kommutativität der Galoisgruppe von K folgt aus 


9’ = 99 = 9" = 1, 


wo A den im Übergang zum konjugiert-komplexen bestehenden Automorphismus von 
K bezeichnet, daß auch für jeden Automorphismus $ von K 

982 gt (994)° Br Ze 
gilt, daß also dann alle zu 9 in K Konjugierten den absoluten Betrag Yı haben. 

Wir entwickeln nachstehend die von Stickelberger auf diesen Grundlagen gegebene 
arithmetische Charakterisierung der verallgemeinerten Gaußschen Summen r,(z#). 
Die sich daraus für die Summen x(y“, y’) nach der Zurückführung (0. 6) ohne weiteres 
ergebenden Tatsachen brauchen wir nicht besonders auszusprechen. 

Die arithmetische Charakterisierung wird sich nicht auf die einzelnen Summen 
'(4") bei festen x, x, « beziehen, sondern vielmehr auf die p—1 Funktionen r,(z) 
(2=1,...,p— 1) des im System aller — 1 multiplikativen Charaktere von k variablen 
Charakters x. Mit Hinblick auf die elementare Zurückführung 


=, x(a) e*(a) = 2, x(a) e(za) = x (#) &,x(b) e(b), 


a#+0 


18) Hilberts Zahlbericht, Satz 48. 
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also 


7.2) = a) Tl) (*=1,..,.p—1) 
genügt es, die eine Gharakterfunktion 


1(X) = —Z,xla) ea) 


+0 

arıthmetisch zu charakterisieren. 

Aus der Definition von r(x) ist unmittelbar ersichtlich: 

(4.1) t(x) gehört dem absolut-abelschen Körper K4-ıy an. 
Dabei bezeichnet K, allgemein den Körper der (gewöhnlichen) A-ten Einheitswurzeln 1?), 

Ferner ist bereits festgestellt: 

(4. 2) = N ui est 

Hinsichtlich der Primidealzerlegung folgt aus (4. 1), (4.2) und der ebenfalls aus 
der Definition unmittelbar ersichtlichen algebraischen Ganzzahligkeit von r(x) Jedenfalls: 

(4.3)  r(x) ist nur aus Primidealteilern B von p im Körper K,_ı)p zusammengesetzt. 
Ist also für jedes solche ® der genaue Exponent o(x, ®) bekannt, zu dem ® in r(x) auf- 
geht, so ist dadurch und nach den obigen Ausführungen r(x) bis auf einen Einheits- 
wurzelfaktor aus K,_1), festgelegt. Nimmt man noch die Aussage 7,(x) = x7"(x) (x) 
hinzu, die als Angabe über das Verhalten von z(x) bei den Automorphismen Z > Z“ 


(z = er) von Ka-17/K,_ı angesehen werden kann: 
(4.4)  (x)> x'(#) v(x) bei den Automorphismen Z>Z* von Ka-ıp/K-ı, 


so ist (x) sogar bis auf einen Einheitswurzelfaktor aus K,_ı festgelegt. Die Festlegung 

dieses Einheitswurzelfaktors aus K,_ı wird dann durch Kongruenzangaben erfolgen, 

in engem Zusammenhang mit der Angabe der genauen Exponenten o(x, ®). Um diese 
Angaben zu machen, müssen wir etwas weiter ausholen. 

Die Primidealzerlegung von p in K, ist 
p=zM, NMN=Z-—1. 
Die Primidealzerlegung von p in K,_ı = Kyr-ı ist 
p m pp’ ur 4 

wo p,p’,... verschiedene konjugierte Primideale vom Grade / sind; denn p hat mod. p’—1 


den Exponenten f. Die Primidealzerlegung von p im Kompositum K,_1» = K,-ıK, 
ist dann 


Pa (BP ...", 
wo ) 
—- ee p= Pr, Er 
Tz BP’ ... 
= (P, M), Y >= (p’, M,... 

Da p vom Grade f ist, ist der Restklassenkörper mod. p von K,_ı ein endlicher 
Körper von p’=g Elementen, also isomorph zu dem im vorhergehenden zugrunde 
liegenden abstrakten endlichen Körper k. Wir führen auf Grund eines Isomorphismus 
von k auf den Restklassenkörper mod. p den letzteren als konkrete Darstellung von k 


19) Bei festem Charakter 7 der Ordnung m gehört r(x) schon dem Körper Kmp an, den Stickelberger zu- 
grunde legt. 
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ein. Da die g—1 gewöhnlichen (g — 1)-ten Einheitswurzeln ö£ zusammen mit OÖ ein 
volles Restsystem mod. p in K,-ı bilden, können sie bei dieser Darstellung als Repräsen- 
tanten der g— 1 Elemente a + 0 von k genommen werden. Jeder multiplikative Cha- 
rakter y von k wird dann eine Funktion 


ac) =” 


mit einem gewissen für x charakteristischen Exponenten x = a(y, p) mod. g—1, und 
zwar wird so die multiplikative Gruppe aller Charaktere x isomorph auf die additive 
Gruppe aller Restklassen x mod. g— 1 abgebildet; insbesondere ist die Ordnung m von 
y gleich der additiven Ordnung der Restklasse &« mod. 9 —1, d.h. diese Restklasse hat 


a 





den genauen Teiler Wir nennen x =xa(y,p) den Exponenten von x in bezug 


auf p bei der zugrunde liegenden Darstellung von k durch den Restklassenkörper mod. p. 
Da diese Darstellung nur bis auf die Anfügung eines beliebigen der f Automorphis- 
men >" ii =0,1,...,f—1) des Restklassenkörpers mod. p festliegt, ist nur das 


zyklische System der f Restklassen Zi mod. g—1 durch x und 9 allein bestimmt, und 


ebenso dann jede zyklische Funktion dieser / Restklassen. Bezeichnet nun 
| 0 s Xi = ze 1 
nicht alle ; =p—1 


ea) tMmp ++ ap 


den kleinsten nicht-negativen Rest von x mod. g — 1, so entsprechen den da) die durch 
zyklische Vertauschung aus der Folge &,, . . ., %-ı entstehenden Koeffizientenfolgen; 


daher ist jede zyklische Funktion der &; auch eine zyklische Funktion der z mod. g—1 
J 

(und umgekehrt). In dem Stickelbergerschen Resultat treten die folgenden beiden (sogar 

symmetrischen) solchen Funktionen auf: die p-adische Quersumme 


oo) =. + ++ 9-1 
von o(x) und die Restklasse 
y(a) = &g! ++ +1! mod. p. 
Das Stickelbergersche Resultat lautet folgendermaßen: 


Für jeden Primidealteiler von B in Ku_-ı, gilt die multiplikative®) 
Kongruenz 


(4.5) 
wo x =al(x,p) der Exponent von x in bezug auf p = P”" bei einer 
(beliebigen) Darstellung von k durch den Restklassenkörper mod. p ın 


K,-ı ist. 


Insbesondere geht also ® in r(x) genau zum Exponenten o(x) auf. 





Beachtet man, daß K, für p #2 (also gerades g—1) nur die (7 — 1)-ten Einheits- 
wurzeln Z, für p =2 (also ungerades g— 1) nur die 2(g — 1)-ten Einheitswurzeln + 
enthält, und daß die (9 — 1)-ten Einheitswurzeln & sämtlich mod. ® inkongruent sind, 
so erkennt man, daß die in (4.5) gemachte Kongruenzangabe den bei bloßer Angabe 


— 


20) Diese bedeutet, daß der Quotient beider Seiten als Quotient zweier ganzen, zum Modul primen, nach dem 
Modul kongruenten Zahlen darstellbar ist. 
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der Primidealzerlegung noch oflenen Einheitswurzelfaktor aus K,_ı für p #2 völlig 
und für p = 2 bis auf einen Vorzeichenfaktor + 1 festlegt. 

Zusammenfassend hat sich damit ergeben: 

Durch die Angaben (4. 1)—(4.5) ist die Zahl t(y) für p #2 eindeutig, fürp=2 
bis auf einen Vorzeichenfaktor arithmetisch charakterisiert. 

Die Festlegung des Vorzeichenfaktors ım Falle p =2 kann durch Hinzufügung 
weiterer Kongruenzangaben erfolgen; hierfür allein ist die zu Beginn zugrunde gelegte 
Auffassung von (x) als Funktion des variablen Charakters x wesentlich. Es sei l eine 
beliebige in „—1 aufgehende Primzahl, !” die genaue in g—1 steckende Potenz von / 
und 4 = {eo — 1 (&jo eine primitive /”-te Einheitswurzel aus K,_ı) der Primteiler von / 
in Ko. Jeder Charakter x hat dann eine eindeutige Zerlegung in zwei Charaktere: 

er | 4, von !-Potenzordnung h 
#T AK, von zu Z primer Ordnung J’ 
und die Gruppe aller g — 1 Charaktere % wird dadurch homomorph auf die Gruppe aller 
1 Charaktere 4; von zu / primer Ordnung abgebildet. Wegen y,=1 mod. 
- eilt dabei 


also 


— 2 y(a)e(a) = — 2 yı(a) e(a) mod. /, 


uU 
d.h. 
(4. 6) (x) = r(x}) mod. }, und insbesondere 
4. 


z(x) = 1 mod. 2, wenn % = zı von I- Potenzordnung. 


Im Falle p=2 ist #2 als Teiler von 2’—1 und daher —1 = +1 mod. }. 
Daher wird durch die Gesamtheit der Kongruenzangaben (4.6) (verstanden für alle 
Charaktere x und alle Primzahlen ! | g— 1) der noch offene Vorzeichenfaktor festgelegt. 

Wir wollen schließlich noch die aus (4. 2) — (4. 4) sich ergebende volle Primideal- 
zerlegung von (x) in Ka-ıy» angeben. Die Automorphismen & —£° von K,_ı ent- 
sprechen isomorph den primen Restklassen o mod. g—1. Die Gesamtheit der Auto- 
morphismen, die p (und dann gleichzeitig auch p’,...) invariant lassen, also die Zer- 
legungsgruppe zu p, entspricht dabei der durch p erzeugten Untergruppe ? der primen 
Restklassengruppe # mod. g— 1, die also aus dem f-gliedrigen Zyklus p! mod. g — 1 
((=0,1,...,f—1) besteht. Es durchlaufe o ein Repräsentantensystem der Klassen 
(Nebengruppen) nach dieser Untergruppe P in R: 

R= 0 P. 
Die konjugierten Primideale p, p’,... lassen sich dann den Repräsentanten o einein- 
deutig zuordnen, derart, daß für das g zugeordnete Primideal p, gilt: 
p,>P bei C>L*. 
Dadurch werden, präziser gesagt, alle konjugierten Primidealteiler von p in K,_ı in be- 


stimmter Weise auf einen beliebig ausgewählten p unter ihnen bezogen. Die Primideal- 
zerlegungen von p in K,_ı und K,_1 stellen sich dann so dar: 


p=Ily, in K,-ı 

e 

pP, = Pe, pzlI w, = 1 P, in K 
2,-(p,M. 


(g—1)p 





a 





D 


r 


Es 
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Da nun nach (4. 4) r(x®) den Primteiler ® genau zum Exponenten o(o«x) enthält, folgt 
durch Anwendung des Automorphismus {°?>Z mit p>p,P>%, von K,_ „KR, 
daß z(x) den Primteiler ®, genau zum Exponenten o(ox) enthält. Die volle Primideal- 
zerlegung von (x) in K,_ı1y lautet somit: 

(4. 7) (SIR, 


Für die nach (4.1) zu K,_ı gehörige (p — 1)-te Potenz von (x) lautet die Primideal- 
zerlegung in K,_ı daher: 
pe”. 


85. Arithmetischer Beweis der Relationen zwischen verallgemeinerten Gaußschen Summen. 
I. Beweis der Relation (0,8). 


Es sei 
1(%,) 
&,(%) u (x) 
der Quotient der linken durch die rechte Seite der zu beweisenden Relation (0. 8), mit 
der natürlich ausreichenden Beschränkung auf x =1, «a =1. Für die Charakterfunktion 
e,(x) ergeben sich aus den Tatsachen (4. 1) — (4. 5) der arithmetischen Charakterisierung 
von (x) folgende Tatsachen: 
(5. 1) e,(x) gehört dem absolut-abelschen Körper K,-ı an. 
Denn nach (4. 1) gehört e,(x) jedenfalls zu K,_ıy», und nach (A. 4) und (0. 7) bekommt 
e,(x) bei den Automorphismen Z > Z* von K,-1y»/K,—ı die Faktoren 
MR) glatt Hei) ya) 
2) (#) a 
5.2) |) =1. 
(5.3) &,(x) ist höchstens aus Primidealteilern p von p im Körper K,_ı zusammen- 
geselzt. 
(5.4) &,(x) =1 mod. p für jeden Primteiller p von p in K,-ı. 


Um diese letztere Tatsache aus (4.5) zu folgern, genügt es zu zeigen: derjenige Aus- 
0(&) 


y(%) 
diesem Nachweis p, ein Primidealteiler von p in Kr_ı. Eine Darstellung von k” durch 
den Restklassenkörper mod. p, von Kr_ı schließt dann eine bestimmte Darstellung des 
Teilkörpers k durch den Restklassenkörper mod. p von K,_ı ein. Hat bei der ersteren 
Darstellung xy, den Exponenten a, in bezug auf p, und bei der letzteren Darstellung % den 
Exponenten «& in bezug auf p, also 








druck, der aus analog gebildet ist, wie e,(x) aus z(x), ist = 1 mod. TT. Sei zu 


— Lt 


„een, A), 
en 
wo Z, die (9 —1)-ten, & = {4-1 die (g— 1)-ten Einheitswurzeln durchläuft, so folgt 


nach (0. 7): 


r—1 er ce-! 
| m tt m (=) — NER"... ZUHEEEE ud E 
“ = 1,5.) (2, ) insg X GH \ x(&) . 6, . 
also 
a —i1 
= 1 T 2x mod. —1. 
1— 


Journal für Mathematik. Bd. 172, Heft 3. 2 
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Hieraus folgt für den kleinsten nicht-negativen Rest von &, mod. gq’ — 1 die Darstellung 


r—1 
0,(&,) = En ee arapt rap), 





aus der man sofort die Relationen 
0,(%,) = ro(&) 
yr(a,) = ya)" mod. p 
für die zu o(&), y(x) analogen Funktionen o0,(x,), y,(x,) abliest. 
Hiernach ist in der Tat 


pr 7 


vl) ve) 





= 1 mod. p. 


Damit ist (5. 4) bewiesen. 
Aus (5. 1)—(5. 4) folgt nach dem Prinzip der arithmetischen Charakterisierung: 


e,(x) =1 für #2 
&(x)= +1 für p=2. 
Für p #2 ist damit der Beweis der Relation (0. 8) erbracht. 
‚Für p = 2 nehmen wir noch die Tatsache (4. 6) hinzu. Sind für einen Primteiler / 
von g—1 
Dur 2U 
die Komponentenzerlegungen von x, und x in einen Charakter von /-Potenzordnung 
und einen Charakter von zu / primer Ordnung, so hängen auch die Komponenten y,, 7, 
und die Komponenten x/,, x; gemäß (0. 7) zusammen. Aus (4. 6) folgt daher: 


e,(x) = e,(x,) mod. A, und insbesondere 
e,(x) =1 mod. 4, wenn x = x, von I-Potenzordnung. 


Daraus folgt zusammen mit dem bereits Festgestellten, daß auch für p = 2 gilt &,(y) = 1. 


II. Beweis der Relation (0. 9). 
Es sei 
II (av) 
Nm) = 
- Tın (y") AI, z( x) 





der Quotient der linken durch die rechte Seite der zu beweisenden Relation (0. 9), in 
etwas anderer Bezeichnung als dort. Für die Charakterfunktion n,(y) ergeben sich aus 


den Tatsachen (4. 1) — (4.5) folgende Tatsachen: 


(5. 6) n„(Y) gehört dem absolut-abelschen Körper K,_, an. 
Denn nach (4.1) gehört n,(y) jedenfalls zu K,_,„, und nach (4.4) bekommt n,,(%) 
bei den Automorphismen Z > Z* von K,_1%/K,-ı die Faktoren 
I x y'(x) 


ym—1 


.d 1 
v() I 2(@) 





(5.7) 17, =1 


(5.8) n,(y) ist höchstens aus Primidealteilern p von p in K,_, zusammengesetzt. 


—1 


(5.9) n,„(y) = 1 mod. p für jeden Primidealteiler p von p in K,_ 


1° 

















ng 
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(x) 
Um diese letztere Tatsache aus (4. 5) zu folgern, geben wir zunächst dem Ausdruck (x) 
y\% 
in (4.5) rechts eine andere Form. Wir gehen dazu von der folgenden bekannten ele- 
mentar-arithmetischen Tatsache aus *!): Für jede nicht-negative ganze Zahl 
e=n+&pt + np! (sus p-—I1) 
mit der p-adischen Quersumme 


G,= Tr *''' Tr m 


ist 
ar. 
o!= (— p)P1 ao! an-ı! mod.*p. 
Hieraus ergibt sich: 
o(a)—o(&) 
o(x)!= (—p) Pt y(a) mod.*p, 
oder mit Rücksicht auf die bekannte Tatsache T’”' = — p mod.*/T auch: 


o(x)! = TA» (x) mod.*TT. 


Demnach gilt: 
m» Tre 





7777 Ba 77 Bu 
und somit nach (4.5): 
pe‘ 
(3. 10) t(x) = ol)! mod.*®B, 


wo jetzt rechts nur noch die der Bildung der komplizierteren Funktionen o(x) und y(x) 
zugrunde liegende einfachere Grundfunktion o(x) der Restklasse x mod. g— 1 vorkommt. 


Zum Beweis von (5. 9) genügt es nun wieder zu zeigen: derjenige Ausdruck, der aus 


——, analog gebildet ist, wie n,(y) aus z(y), ist =1 mod.TI. Wir beweisen dies 





e(P)! 
dadurch, daß wir sogar die folgenden beiden Tatsachen für die Funktion o(x) beweisen: 
(5. 11) > ex + B)— e(mß) — I e(x) = 0 
ma=0 mod. g—1 ma=0 mod. g—1 
mind [ ] o(& + P)! 
(5. 12) _ ma=0 mod.g—1 [u 1 mod. p, 22) 


ompß)!/ Jo)! 
ma=0 mod. g—1 


1) Einen Beweis siehe etwa bei Stickelberger, l.c. $4. 

o(&) rre(®) 
ya)!  ela)! 
für die Funktionen o(x), y(a). Die zu (5.11) analoge Tatsache für o(a) folgt auch einfach aus 


22) Aus (5. 11), (5. 12) folgen auf dem Umweg über mod.*IT die entsprechenden Tatsachen 


ki 1 | 
= oa)= 5 (>): Die zu (5.12) analoge Tatsache für (x) findet sich in anderer Bezeichnung schon 
un i=0 i 
& 
Ä Pelz 
bei Stickelberger, 1. e. $4, (9)—(11). Stickelberger stellt die Funktion «; von & in der Form u dar, also 


& 
I—1 Poli) 
die Funktion y (x) in der Form JJ | E 
i=0 | 





! Das Analogon zu (5.12) erscheint ihm dann als Analogon zur 


dritten Funktionalgleichung der Gammafunktion für die Quasigammafunktion [x]! mod. p. 
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wo ß einer beliebigen Restklasse mod. g — 1 angehört und a alle Restklassen mod. g — 1 
mit mx = 0 mod. g— 1 durchläuft. Der Faktor me" kommt dabei daher, daß 7„(y”) 
aus z(y”) durch den Automorphismus Z > Z” von K«,-ı»/K,-ı entsteht, bei dem 
T=Z—Ilın 


1” = 2" —1= (1 +4+M”" — 1 = mTimod.* 


übergeht, so daß also nach (5. 10) 


(m) e(mp) e(mP) 
Tm(y") = ———— = malmP) 


emp)! e(mß)! 
gilt, wenn ß der Exponent von y in bezug aulp = PP! (bei der zugrunde liegenden 
Darstellung von k mod. p) ist. 








mod.*B 





In (5. 11) und (5. 12) durchläuft x genau die m Restklassen „I. mod.g—1 
(«=0,1,..,„m—1). La für alle zugehörigen «a +ß =Pß+ ul _ : die Restklasse 
von m(&x + ß) = mß + u(g— 1) mit der Restklasse von mß mod. g — 1 übereinstimmt, 





darf ohne Einschränkung 0 s ß <? — — angenommen werden. Dann ist für die in 


Frage kommenden Argumente &,& + ß,mß durchweg o(a) =a,0(a +Pf)=ax+ BP, 
o(mß) = mß. Damit wird (5. 11) evident, und (5. 12) nimmt die Form an: 











= =/ 1,12) mod.* p (0 u), 


(mß)! m m 
Bezeichnet ®(ß) die Funktion von ß auf der linken Seite, so ist die rechte Seite ®(0). 
Somit ist (5. 13) gleichbedeutend mit 


(5.13) mmP 














op) er g— ß 
Tr Ta 1 s#<IZE), 
oder also mit 
Ira (B +0. : 
m" ae M 7 = 4 mod. p 1 sß< 1 e 3, 
‚Amp — u) 
d.h. mit 
m—1 


Wegen q = p? ist nun 


mß + u(g — 1) = mß — u mod. pP, 
und wegen mß — u Smß <q—1 = p'—1 ist die in beiden Seiten der letzteren Kon- 
gruenz enthaltende Potenz von p höchstens p’-1. Daher ergibt sich aus ıhr: 

mß + u(g—1) = mß — u mod.* p, 
d.h. 

mß + u—1) 
mp — u 

woraus die Behauptung (5. 14) hervorgeht. Damit ist (5. 9) bewiesen. 


= 4 mod.p, 














mw 
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Aus (5. 6)—(5. 9) folgt wieder nach dem Prinzip der arithmetischen Charakte- 
risierung: 
n7.(y) =1 für p #2 
n.(y) = +1 fürp=2. 
Für p #2 ist damit der Beweis der Relation (0.9) erbracht. 
Für p = 2 nehmen wir wieder noch die Tatsache (4. 6) hinzu. Ist für einen Prim- 
teiler 2 von g—1 
y=yy 
die Komponentenzerlegung von % in einen Charakter von /-Potenzordnung und einen 
Charakter von zu / primer Ordnung, so ist 
ir = pr yy" 
die entsprechende Komponentenzerlegung von %y”. Aus (4.6) folgt daher: 
n„(y) = n,„(y) mod. A, und insbesondere 


(5. 15) 


n„(y) = 1 mod. 4, wenn y= y, von I-Potenzordnung. 


Daraus folgt zusammen mit dem bereits Festgestellten, daß auch für p = 2gilt 7, (y) =1. 


S$S 6. Die Anzahl der Lösungen von ax” + by" =cink. 
Die Theorie der in $ 2 studierten Grundgleichung (0. 2): 


qm + y® —1 
kann leicht auf die etwas allgemeinere Grundgleichung 
(6. 1) az" + by" =c 


verallgemeinert werden, wo a, b, c beliebige Elemente + O0 aus k sind und nach wie vor 
mg — 1, ng — 1 vorausgesetzt ist. Der Beweis in $ 2 läßt sofort erkennen, daß die 
Nullstellen der Zetafunktion des zugehörigen Körpers Z = k(zx, y) die Summen 


x "(a)y*(b) 


702, 9) =— 3 alu) yrie) = Taten, W) 
a,d,c( X", 4 , y re 
(6. 2) _ alx)u(y") ( "+1, y#+ a 
(xy) ey’ #1 


sind. Ihre Anzahl ist wieder 
2g = (m —1)(n—1)— (d—1), wo d=(m,n). 
Nach H. 3, (13) ist die Anzahl N, der Primdivisoren 1. Grades von Z dureh 
(6. 3) N=4+D)— D/ Ra,o,c(x? y") 


"#1, yP’$1 
xHy’+1 


gegeben, und die durch (6. 2) bewiesene Riemannsche Vermutung für Z liefert die Ab- 
schätzung: 


(6.4) IN—@+NI=28Vg = (m—1) (m —1) — (d—1)) Ya. 

Die Anzahl N, hängt nach H. 3, $ 9 mit der Anzahl N der Lösungen der Grundgleichung 
(6. 1) durch Elemente x, y aus k zusammen. Es wäre nicht schwer, diesen Zusammenhang 
im vorliegenden Falle auf Grund der in H. 1, $ 3 festgestellten Resultate aus der arith- 
metischen Theorie des Körpers Z zu entwickeln und so zu einer zu (6. 3) analogen Formel 
und einer zu (6. 4) analogen Abschätzung für N zu kommen. Wir wollen aber hier diese 
Analoga direkt auf elementarem Wege herleiten und nur nachher im Sinne dieses Zu- 
sammenhangs deuten. 
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m—1 
Da für beliebige u, v aus k die Gleichungen «” = u und y" = v genau & x" (u) 
u= 


n—1 


bzw. = y’(v) Lösungen in k haben, ist 


So n—1 n—1 n—1 m—1 n—1 


N >, 2, #2 y’(v) “EZ > x"(u) yr(v) Ws Ze I au,0,.(4%, Y) 


au. I — „=0 v=0 au+bv=c u=0 v=0 


Hier ist ersichtlich 
Na,5,cll, 1)=y 
Ta,d,c(XP, 1) = 0 für „+1 
Na,d,cll, y’) = 0 für „#1. 
Ferner ist 


a r 
Ta,d,clX”, y’) = w(— =) für #1, yv+1l yyv=1; 
denn dann ist 


ZW) = FW 


au+bv=e 


- 
-Sr[-t4: ) EN 


Schließlich sind die übrigen Summanden 2,.,.(2*, y) mit 2" #41, yp #4, y’y’ #1 
nach dem oben Gesagten die Nullstellen von {z(s). 
Damit haben wir für die Anzahl N die zu (6.3) analoge Darstellung: 


d—1 
’ a 
(6. 5) N=4— z (2) — > Ta,d,lX", Y*), 
ö=1 "#1, +1 
zry’+1 


wo wie in $2 n = dn, gesetzt ist, und daraus die zu (6. 4) analoge Abschätzung: 
(6.6) IN—g|S(d—1) + ((m—1) (an —1)— (d—1))Vg. 
Der Vergleich von (6.3) und (6.5) ergibt: 


d_ı : [* falls 5 eine d-te Potenz in k 
N _ +2 v5) .. T 10, ”„ „ keine „ „ 


Man bestätigt leicht nach H. 1, $ 3, daß der Zusatzsummand d oder O0 zu N die Anzahl 


derjenigen Primdivisoren 1. Grades von Z=k(x,y) = «ÄV-& x” + ‘) ist, die ın 


dem 'Nennerprimdivisor p, von z in XK=k(x) aufgehen, also die in H.3, $9 mit N, 
bezeichnete Anzahl. Folglich ist N = N, im dortigen Sinne, d.h. N ist die Anzahl der 
nicht in p, aufgehenden Primdivisoren 1. Grades von Z; auch dies kann man leicht nach 
H.1, $ 3 bestätigen, indem man im Sinne von H. 3, Satz 9 zeigt, daß die Grundgleichung 


"= — 7 x" + 7 für Z/K keine außerwesentlichen Diskriminantenteiler hat. Damit 


ist die oben in Aussicht gestellte Deutung des Resultats (6.5) im Sinne von H.3, $ 9 
geleistet. 
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Die Abschätzung (6. 6) ergibt insbesondere leicht: 
N>0 für g> 2? +(d—1) +2gV? +(d—1), 


n keine d-te 


wo 2g den oben angegebenen Wert hat. Falls d=1, und auch falls — j 


Potenz in k ist, gilt sogar die Abschätzung 
IN—gl 28/4, 
und insbesondere 
N>0 für g> Ag. 


$ 7. Die elliptischen Fälle „= 1—x° und y„"=1— x", 
I. Der Fall =1— x, qg=1 mod.6. 

Nach (2.4) hat hier Z=k(x, y) das Geschlecht g = 1; also hat Z,(s) zwei Null- 
stellen, und diese sind nach (0. 5), (0. 6) die beiden ganzen konjugiert-komplexen Zahlen 
aus K,(=K,): 

(K)ry) _ tx) rly) 


z=nly,Yy)= a)’ z=n(4,y) = (79) 


wo 7,2 = z7" die beiden konjugiert-komplexen Charaktere der Ordnung 3 von k sind und 
y der Charakter der Ordnung 2 von & ist. 


Arithmetische Charakterisierung der Nullstellen. In K, zerfällt p so: 


p=»» (Produkt zweier verschiedener Primideale 1. Grades) für p = 1 mod, 6 
p =» (Primideal 2. Grades) für p = —1 mod. 6. 


Im Falle p = 1 mod. 6 hat % für die Primidealteiler in K,_ı des einen der beiden 


——— 








Primideale, etwa von p, den Exponenten 2 u für die des anderen p den Exponenten 
Bad. ‚ während 9 durchweg den Exponenten 1 hat. Nach (4.5) und (4.3) ist 
dann 
de) „I +) 
n=nly, y)=——— 2 ‚2 
ES ds p 
Aus den reduzierten p-adischen Darstellungen 
gl _ pi, gp—1l, ... 20! y- 
. HOT PH en I 


fürd=2,3,6 und Osösd—1 





und der Relation gp—! -4 BZ „En? + 41 entnimmt man ohne weiteres, daß der 


3 6 
Exponent von p gleich / und der Exponent von p gleich O ist. Es gilt also: 
(7.1) n=y, n=y (p=1 mod. 6). 
Im Falle p = — 1 mod. 6 sieht man ohne Eingehen auf die dann komplizierteren 
p-adischen Darstellungen der Exponenten ö 1 direkt: 
f / 
(7.1’) nan®, nm p° (p=—1 mod.6). 


Denn hier ist / gerade, und qg = pf = pf besitzt nur die eine angegebene Zerlegung in zwei 
konjugierte Idealfaktoren aus K,. 
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Durch (7.1) bzw. (7.1’) sind zn,” als Zahlen aus K, bis auf 6-te Einheitswurzel- 
faktoren charakterisiert ®). An Stelle der formal komplizierteren Festlegung dieser Ein- 
heitswurzelfaktoren durch Kongruenzen mod.* p, mod *p gemäß (4.5) können wir hier 
eine formal einfachere Festlegung- durch Kongruenzen mod. 2% gemäß (4.6) geben, wo 
) = o—.1 der Primteiler von 3 in K, ist; in der Tat sind ja die 6-ten Einheitswurzeln 


mod. 2 A inkongruent. Nach (4.6) gilt: 
ty)=1, txy)=r(y), also n=n(x, y) =1mod.2 
(el, Tay)=rp), also n=nlg, y) = 1 mod. A, 


und entsprechend für z=n(x, y); somit 
(7. 2) n=1 mod.2/, z=1 mod. 24. 


Dureh (7. 4) bzw. (7. 1’) und (7. 2) sind dann die Nullstellen x, x als Zahlen aus K, ein- 
deutig charakterisiert. 
Im Falle p=—1 mod.6 folgt so: 
4 
n=in= e- P) 4 ’ 
da (—p)? = 1 mod. 6, also sicher mod. 24 ist. 


Der allgemeine elliptische Fall mit J=0 (g,=0) über k mit g = 1 mod. 6 ist nach 
H.2, $ 3 gegeben durch die Grundgleichung 


y?® = Ar? — g, (g; #0 aus k). 
Diese ist vom Typus (6. 1). Die zugehörigen Nullstellen sind also nach (6. 2): 








a =n,-1,u(% 9%): n= 74, —1,0u(X; Y) 
_ 2) yH—1) _EWY-N) z, 
= x'y\(gs) nv X"y(g3) = y) 
" zul — &\ a(% 9); zu(—&) ak, Y) 


(da xy(—1) =1, y(4) =1). Diese Nullstellen sind nach (7.1) bzw. (7.1’) und (7. 2) 
arithmetisch charakterisiert als Zahlen aus K, mit den Eigenschaften: 
nay, np (p=1 mod. 6) 

p 


(p=—1 mod. 6) 
n= zu(— &) mod. 24, n= zul — &\ mod. 24. 


Im Falle p= — 1 mod. 6 ist 
4 kn : 
= rl) p8, a = Zul) p#. 


II. Der Fall =1—x# g=1 mod. 4. 


Nach (2.4) hat hier Z=k(x, y) das Geschlecht g =1; also hat Z,(s) zwei Null- 
stellen, und diese sind nach (0.5), (0.6) die beiden ganzen konjugiert-komplexen 
Zahlen aus K;: 





a=aly,y)=TIP 


23) Die Angaben |! — || = /’q können hier unterbleiben, da sie in K, aus (7. 1) bzw. (7. 1’) folgen. 





'“ 
2 








h 


Davenport und Hasse, Die Nullstellen der Kongruenzzetafunktionen in gewissen zyklischen Fällen. 177 


wo 4% = x" die beiden konjugiert-komplexen Charaktere der Ordnung 4 von k sind 
und 9 = x? =x%° der Charakter der Ordnung 2 von X ist. 
Arithmetische Charakterisierung der Nullstellen. In K, zerfällt p so: 
p= pp (Produkt zweier verschiedenen Primideale 1. Grades) für p = 1 mod. 4 
p=» (Primideal 2. Grades) für p = — 1 mod. 4. 
Im Falle p = 1 mod. 4 hat y für die Primidealteiler in K,_ı des einen der beiden 


_—— 


. . n 1 .. ® y 
Primideale, etwa von p, den Exponenten 3, für die des anderen p den Exponenten 


4 
1, während % durchweg den Exponenten =! hat. Nach (4.5) und (4.3) ist 
dann 
er). IT) -ATI ET HF) ET) 
n = NIX, %) = 7 TED ' .. - ’ 
(x Y) dee) } p 
Aus den reduzierten p-adischen Darstellungen 
ga—i_ gp—i,gPp—1, x... tl y- 
ar Sea Me BE ee Be 
fürd=2,A und Osösd—1 
und der Relation 3 BZ u B—- — PB + 1 entnimmt man ohne weiteres, daß der 
Exponent von p gleich f und der Exponent von p gleich 0 ist. Es git also: 
(7.3) n=y, nahy (p=1 mod. 4). 
Im Falle p = — 1 mod. 4 sieht man wieder direkt: 
J / 
(7.3’) n=p2, np? (p=—1 mod. 4). 


Durch (7.3) bzw. (7. 3’) sind rn, als Zahlen aus K, bis auf 4-te Einheitswurzel- 
faktoren charakterisiert *). Zur Festlegung dieser Einheitswurzelfaktoren können wir 
uns hier nicht einfach auf (A. 6) stützen, weil hier die Ordnungen 4 und 2 von x und y 
nicht prim zu einander sind. Wir können aber für (x, y) direkt aus der Definition 
(0.5) (ohne Einschaltung der Darstellung (0.6) durch r(x), z(y), z(xy)) eine Kon- 
gruenzcharakterisierung mod. 24 herleiten, wo A=i—-1 der Primteiler von 2 in K, 
(also 22 = 43) ist; diese reicht zur Festlegung aus, da die 4-ten Einheitswurzeln mod. 24 


inkongruent sind. 


Es ist 
a=a(g,9)=— L zla)y(b) =— 2 zla)yll—a) =— 2 la) — 2 ztalyli —a)— 1) 
a+b=1 a+V0,1 al a+=V0,1 
u a, [da y1—a)—1=0 mod.2 für a#+1 
nn. — ll Bud Zn Kuna x(a)=1 mod. für a =+ - 
—= 4 — Y’y(l—a) + 1 mod. 24 
Fri En 


=4+1+g—2 mod. 2% 
=4u=>= 1 mod. 24 (da ui 2412), 
und entsprechend für 7 = x(%, y). Wir haben somit: 
(7.4) z=41 mod.2/, z=1 mod. 2%. 


22) Auch in K, folgt |n]| = || =)gq aus (7.3) bzw. (7. 3°). 
Journal für Mathematik, Bd, 172. Heft 3. 
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Durch (7. 3) bzw. (7. 3’) und (7.4) sind dann die Nullstellen r, x als Zahlen aus K, ein- 
deutig charakterisiert. 


Im Falle p=—.1 mod. 4 folgt so: 


| 


n=ın= za pP)”, 
! 
da (— p)? =1 mod. 4, also sicher mod. 24 ist. 


Der allgemeine elliptische Fall mit J=1(g, =0) über k mit qg = 1 mod, 4 ist 
nach H.2, $3 gegeben durch die Grundgleichung 


y? = 4a® — 85% (g, #0 aus k). 


Diese geht durch die birationale Transformation 








‚_1% 1 al Fr 
ini. ı=n(® 7Y) 
1 y\° a 
y-ı—|i-7 y=r(a®+y) 
über in die Grundgleichung 
— +fY'!=g 
vom Typus (6. 1). Die zugehörigen Nullstellen sind also nach (6. 2): 
2=n_1,10(% %) 2 =n-1,1,.(% %) 
7 2yl) a Ywll)- 
= —a ‚y — — 2 —_q ‚Yy 
x y(g) (nv) xy'(g) nv) 
= 49 82) 7, Y) = xy 82) 7X, Y) 


(da y(—1) = x(— 1)? =1). Diese Nullstellen sind nach (7. 3) bzw. (7.3’) und (7. 4) 
arithmetisch charakterisiert als Zahlen aus K, mit den Eigenschaften: 


n=p, n=y (p=1 mod. 4) 
4 F 
amp, nmup°® (p=—1 mod. 4) 
n=yy(—g,) mod.2), r=yxy(—g,) mod. 2% 


Im Falle p = — 1 mod. 4 ıst 
| 5 BRLE)e f 
a=yyg)(— pP)’, FT=Xyl 8) (— pP)’. 


Anhang. 
I. Stickelbergers Beweis für (4.5). 


Nach den Ausführungen vor (4.5) ist 
(1) «(2) = — 30770, 
2ni 

Dabei ist Z=e? , £ durchläuft die — 1 (gewöhnlichen) (g — 1)-ten Einheitswurzeln, 
& ist der Exponent von x in bezug auf den (beliebigen) Primidealteiler p von p in K,-ı 
bei einer Darstellung von k durch den Restklassenkörper mod. p, und ©, bezeichnet die 
Spur in diesem Restklassenkörper. Für jedes £ ist also ©,(£) eine ganze rationale Zahl 
mit der Eigenschaft: 


Sle)=E+ +... + ee" mod. p und somit auch mod. ®, 


5 u 
ist; durch diese Kongruenz 


wo ® der Primidealteiler von p in Kg4-ıy, also p = PP 
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mod. p oder auch nur mod. ® wird ©,(£) als ganze rationale Zahl mod. p festgelegt, 
und auf eine nähere Festlegung kommt es in (1) nicht an. 


Für die zu gebende Bestimmung des (additiven) Kongruenzwertes von 


ı(y) mod. P9+! ist jedoch eine solche nähere Festlegung erforderlich. Wir setzen 


fest: Für Jedes Z seı ©,(£) eine ganze rationale Zahl mit der Eigenschaft: 
: o(&)- 
(2) SH) =EH+L +++ mod. Piotr, 
Eine solche ganze rationale Zahl existiert; denn 24 a ee gi! ist die Spur der 
Zahl £ aus K,_ı in bezug auf den Zerlegungskörper zu p von K,_ı, und in diesem Zer- 


legungskörper ist p ein Primideal vom Grade 1, also &-+ "+ ..++ =! auch nach 
jeder Potenz von p und somit auch nach jeder Potenz von ® einer ganzen rationalen 
Zahl kongruent. (&y(£) wird durch die Kongruenz (2) als ganze rationale Zahl 


7) 
mod. p! ?-1- festgelegt.) 
Nun ist 
So _ (MO _ 5 ( . 
z&0 = (1 + m%9 = 3 (m 
oa) (© 
= 3, (Ir mod. mit: 

e = . (2x ba (a 5. ig a)r 
(3) =, SH (HN —1) (SD — e—1)) —; mod. Mt, 


” 


Da —j genau durch die Potenz 1*"*=%» — TI% teilbar ist, wo o, die p-adische Quer- 


summe von * bedeutet (siehe oben S. 171), und da o, > 0 ist, ist nu ganz für TI. Daher 


darf in (3), wenn man zu ®”+! als Modul übergeht, ©p() gemäß (2) durch 
HP 


zienten (%) als die Polynome in £: 


m ui _. Ken a 
ersetzt werden. Definiert man für beliebiges & die Binomialkoeffi- 


(5)=t (*)=2 28-10. -6—(@—1) für «>21, 


so ergibt sich damit aus (3): 


Aa)/s ı ;P ; „pi 
Zr) =} + GE ee )m mod y— 


x 
x=0 
Für die Binomialkoeffizienten gilt nun auch in dieser Allgemeinheit die Formel: 


Pe 


x + a | =y% 
xizo0 


Damit wird 


Fo [ > „p „pl u 
zu) — E a (; WR; Treor 791 mod. Br! 


Kot + Se) \*0 
xiz0 


Setzt man noch allgemein 
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wo also die g,, ganze rationale Zahlen sind, speziell 
Ei == 1 (x z 0), 


so wird 
H, +'+++x er 
zZ») — y 2 tet 9 0 / 1 


(+1 
ri mod. %° ; 
Oxgro P4_197—1 ? 





wre 
Kot + _1Scla) 2 A 
0Sviski 

Dies setzen wir in (1) ein. Wir nehmen ohne Einschränkung O<x <p—1 

an; und es sei 
0, sp—i1 
oo u 5 x , } 1 — w--_- 
A=NX = &X En . 
rt BE La ale; =p—A/’ 

also 


oa) = nt '*'"+ %-ı. 


Dann ergibt sich: 


v 1 a Va) at_ e oa)+1 
\ ER — ’ .... nu ER 
ae A ae mod. %. 
not +4 _1Sola) 0° I-1'% 
0SvisHi 


Hier ist die $ = 0, außer für diejenigen Wertsysteme »,, für die 
(2) 0%) + (Hr —a)p ++ (mn — a-1)pP "= 0 mod. p —1 
ist; für diese Wertsysteme »; ist die = = !—Ai1=—1 mod. ®. 
Die Kongruenzbedingung (5) impliziert nun durch Division mod. p — 1 mit 
p* (i=0,...,f—1) das Kongruenzensystem 
(6) = (Hi4) — +) ’=() mod. P—1, 
wobeı die Indizes der »; und &; mod. f gerechnet sind und i, j hier und im folgenden 


durchweg die Zahlen 0,...,/—1 durchlaufen sollen. Das Kongruenzensystem (6) 
bedeutet das Gleichungssystem 


(7) (4 — 4) PP = mlp —1) 
mit ganzen rationalen z,; insbesondere folgt daraus durch Summation über :: 
(8) 2 — 0, p—1)2u. 
Wegen = 0 und | BR = p—1 folgt aus (7) ferner 
nicht alle = p—1 
a Dal 7 El Zu? 
also 
(9) wZzo0—, 
und somit 
(10) av > 2x. 


Andrerseits ist nach den Summationsbedingungen in (4) 


(11) Ss Ki und zu S2unSol)= La. 











Beides zusammen ist nur verträglich für das eine Wertsystem 


y = =. 








oa) +1 
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Denn aus (10) und (11) folgt zunächst I»; = 3, = 2x und „= x. Aus (8) folgt 
dann ferner Su,=0, also nach (9) u; =0, und damit nach (7) wegen des Nichtver- 
ı 
schwindens der Determinante |p?-| weiter vn =. 
Hiernach ist in (4) rechts nur ein Glied von Null verschieden, das mt „=; =. 
Mit Hinblick auf g,, = 1 und auf 23=— 1 mod. ® für dies Glied ergibt sich also: 
1“ a | re» 
u) E ————- mod. 
(x) %o!° fi! Yo) 


und das ist die Behauptung (4.5) (als additive Kongruenz geschrieben). 


gaatı 


’ 


Il. Anderer Beweis für die Primidealzerlegung (4. 7) der verallgemeinerten 
Gaußschen Summen. 
Die (4.7) wesentlich zugrunde liegende, in (4.5) steckende Tatsache, dab (x) 
genau durch die Potenz ®” teilbar ist, beweisen wir auch so: 
Es sei s(«) die zu bestimmende Funktion des Exponenten & von x in bezug auf 


p = PP’! (bei einer festen Darstellung von k mod. p), also der genaue Exponent, zu 
dem ® in z(x) aufgeht. Von dieser Funktion s(x) stellen wir folgende Tatsachen fest: 


(1) s()=0. 
Denn (x) ıst algebraisch ganz. 

(2) s(& + ß)=s(a) + s(P). 
Denn ) =n(%, y) ist algebraisch ganz, für +1, y=+1, gy #1 nach (0.5), 
(0. 6), in den anderen Fällen trivialerweise. 

(3) s(x + Pß) = s(a) + s(ß) mod.p—1. 
Denn ur gehört zu K,_,, weil es bei den Automorphismen Z — Z* von Ka 1p/Kg—ı 

u nf 

die Faktoren en — 1 bekommt (oder einfach nach (0.5), (0.6), bezw. für 
zy=1 wegen =)? = rk) =) Tl) =D) TR): 

(4) s(1)=1. 
Denn für den Charakter » vom Exponenten 1 ist 

(0) =— 0 zZ 


- 


= — 371 + m 


= — SET + S,(E)TT) mod. TI? 


.— “ ? Zu 
= —II! > £ P & i Be gi ) mod. P 


j 


I) . — ; ‘ 1 12 
= — TF(1 +2" +...+2”T) mod. $ 


= — Ip — 1) =TT mod. 9°, 
also r(w) genau durch ®! teilbar 2). 
(5) s(ap') =s(ax) für jedes i. 


25) Das ist der einfachste Spezialfall des allgemeinen Schlusses aus dem Stickelbergerschen Beweise. Unser Be- 
weis zeigt, wie man unter Vermeidung des komplizierten allgemeinen Schlusses auf mehr begriffliche Weise jeden- 
falls das Stickelbergersche Resultat über die Primidealzerlegung von r(y) gewinnen kann. 








182 Davenport und Hasse, Die Nullstellen der Kongruenzzetafunktionen in gewissen zyklischen Fällen. 


Denn r(y”) entsteht aus r(z) durch den Automorphismus { RE gi Z>Z von K,-ır, 
bei dem ® invariant ist, da& —£” zur Zerlegungsgruppe von K,_ı für p gehört, also p 
invarlant läßt. 


Be: BE 
(6) N. . al 2) 





a mod.g—1 


Denn nach (4. 4) ist 


ug) = Tl) =) a), 
also nach (4. 2) 
te) =r- Da=ı DV (Fl), 
d.h. 
s(x) +s(— oa) =f{p—1) («E0mod.g—1), 
während wegen r(l) =1 
s(0) = 0 
ist. 
Aus (1), (3) und (4) folgt 
s)2a fü Osasp—1. 
Aus (2) und (4) dagegen folgt allgemein 
s(x) Sa. 
Daher ıst 
s()=a für Osasp—1l. 
Nach (2) und (5) folgt daraus weiter 
s() <a ++ =ola) für a=n +p + "+ ap! 
(<a; <sp—l1, nicht ale, =p—1). 
Nach (6) ist aber 


u. ER 
se) m N eh, 


«mod. g—1 « mod.g—1 
Daraus folgt die Behauptung 
s(x) = o(a). 





Eingegangen 20. Mai 1934. 

















Über die Existenz der Darbouxschen Integrale 
und verwandter Begriffe. 


Von Gustav Doetsch in Freiburg ı. B. 


$1. BEZEICHNUNGEN. 


Viele in der Analysis auftretende integralartige Begriffe wie die Darbouxschen 
Integrale, die Bogenlänge usw. haben die Eigentümlichkeit, auf zwei Arten definiert 
werden zu können: einerseits als Limes, andererseits als obere bzw. untere Grenze. Die 
letztere Art ist immer diejenige, die die wenigsten Überlegungen erfordert und sich daher 
methodisch, wenn auch nicht historisch und genetisch, als nächstliegende anbietet. Denn 
die Existenz der oberen bzw. unteren Grenze steht von vornherein fest, während die 
des Limes erst erwiesen werden muß. Was man aber in den Anwendungen und vor allem 
bei wirklicher Berechnung braucht, ist fast immer die Limes-Definition, und man kommt 
deshalb nicht daran vorbei, die Existenz des Limes und die Äquivalenz der beiden De- 
finitionen nachzuweisen. Das wird in den ernsthaften Lehrbüchern auch mehr oder 
weniger geschickt gemacht, aber für jeden der einschlägigen Begriffe immer von neuem, 
während sich zeigen läßt, daß die betr. Aussagen alle unter einen einzigen, sehr leicht 
beweisbaren Satz von allgemeinem Charakter subsumiert werden können. 

Zur Vereinfachung der Redeweise führen wir zunächst einige Bezeichnungen ein. 

Wird ein Intervall a<xr<b durch k +1 Teilpunkte 

| au << <e rer <a <aei 
in k kleinere Intervalle eingeteilt, wo Ak jede beliebige natürliche Zahl bedeuten kann, 
so nennen wir das eine Zerlegung 3 des Intervalls <a,b). Die größte der vorkom- 
menden Längen x, — x,_ı soll das Grobmaß a der Zerlegung heißen. Wird daneben 
eine Zerlegung betrachtet, unter deren Teilpunkten die sämtlichen Teilpunkte von 3 
vorkommen, so heißt sie eine Unterteilung von 3. 

Aus der Gesamtheit aller Zerlegungen können wir gewisse Zerlegungsfolgen 
{In} = 31 32; - - - herausgreifen. Streben dabei speziell die zugehörigen Grobmaße 
A Aa, . . gegen 0, so soll {3,} eine nullstrebige Zerlegungsfolge heißen. 


$?2. EIN ALLGEMEINER EXISTENZSATZ. 


Es sei auf irgend eine Weise jedem Teilintervall (x, $) von (a, b> eine reelle Zahl 
M(x, 8), d.h. eine Intervall- oder Mengenfunktion, zugeordnet, von der wir annehmen, 
daß sie eine der beiden folgenden Bedingungen erfüllt: 


(A) M(x, $B)>-0 für |B—a|-0. 
(B) It x sx<ß, so strebt der Ausdruck 
D(x%, 2, ß) = M(x, x) + M(x, $ß) — M(s, ß) 
gegen 0, wenn a, ß) sich auf = zusammenzieht. 
Natürlich umfaßt (B) die Bedingung (A). 
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Vermittels M können wir jeder Zerlegung 3 eine reelle Zahl zuordnen, nämlich 
k 
5(3) = 2 M(z,-ı, z,). 


Jedes 3 kann durch den Punkt mit den Koordinaten x,, &, - . ., &&-1, 0, 0,... in einem 
unendlich viel dimensionalen Raum charakterisiert und daher S(3) als Funktional be- 
zeichnet werden. 

An dem Funktional 5(3) kann man einen Grenzprozeß vornehmen, dessen ‚Träger‘ 
das Grobmaß q von $ ist: S(3) strebt gegen einen Limes Z für 9 — 0, wenn man zu jedem 
vorgegebenen &e> 0 ein ö> 0 so bestimmen kann, daß 

SB) —LI<e 
ausfällt für alle Zerlegungen 3, deren Grobmaß q der Bedingung 
g<ö 
genügt. 

Man beweist leicht nach bekanntem Schema: Äquivalent mit der Existenz dieses 
„allgemeinen‘‘ Limes ist, daß S(3) auf jeder nullstrebigen Zerlegungsfolge einen Limes 
hat (der dann notwendig für alle derselbe ist und mit dem ‚allgemeinen‘ Limes über- 


einstimmt). 

Der in $ 1 angekündigte allgemeine Satz lautet nun folgendermaßen: 

Hauptsatz. Zrfüllt die Mengenfunktion M die Bedingung (A) oder (B), ıst ferner 
das Funktional S(3) nach oben beschränkt und hat es die Eigenschaft, bei Unterteilung 
nicht abzunehmen }), so ist die obere Grenze L aller Werte S(3) zugleich der Limes von S(3) 
für 9a>0. 

Natürlich gilt ein analoger Satz, der durch Anwendung des vorigen auf — 5(3) 


entsteht: 
Erfüllt die Mengenfunktion M die Bedingung (A) oder (B), ıst ferner das Funktional 
5(3) nach unten beschränkt und hat es die Eigenschaft, bei Unterteilung nicht zuzunehmen, 


so ist die untere Grenze aller Werte 5(3) zugleich der Limes von S(3) für g9>0. 
Beweis. Ist das Funktional S(3) nach oben beschränkt, so besitzt es eine end- 


liche obere Grenze ZL. Aus deren Definition folgt, daß es zu jedem e> 0 mindestens 
eine Zerlegung 3 (a =%,<TF <---<Z_ı <Z,=b) mit der Eigenschaft 


(1) L—z<s(ä)<L 


gibt. Das kleinste unter den Teilintervallen von 3 habe die Länge i. Ist nun irgend 
eine nullstrebige Zerlegungsfolge {3,} mit den Grobmaßen {g,„} gegeben, so kann man 
N so groß wählen, daß 

Q„<i fün>N 
ist. Für die entsprechenden 3, ist jedes Teilintervall kleiner als jedes Teilintervall von 
3, kann also höchstens einen der Teilpunkte &, von 3 enthalten. Wir superponieren 
nun 3 und 3,, d.h. wir betrachten die Zerlegung 3,, die genau aus allen Teilpunkten 


von 3 und 3, besteht. Vergleichen wir jetzt S(3,) und S(3,), so unterscheiden sie sich 
nur in den Beiträgen derjenigen Intervalle (x,, ß,) von 3,, in denen ein Teilpunkt «, 


von 3 liegt. Ein solches Intervall trägt bei 


1!) Damit ist offenbar folgende auf die Mengenfunktion M bezügliche Bedingung äquivalent: Sind +, und :, 


zwei aneinander stoßende Intervalle, so ist 
M(iy + 1) S M(i)+ Mi). 


Man könnte M „superadditiv‘ nennen. 
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zu S(&,): Mar B,) 
zu S(3,): M(a,%) + M(& Br). 
Da übrigens 3, eine Unterteilung von 3,, also S(3,) 2 $(3,) ist, so folgt: 


0 2 s(3.) B 5(3.) — Z[M(a,, x,) r M(z,, P,) = M(x,, P,)]- 


Für n> © ziehen sich die Intervalle <«,, ß,> auf die Punkte 2, zusammen, also folgt 
aus der Voraussetzung (A) oder auch aus (B), da die Anzahl p fest bleibt: 


S(3,) nz (3) he 0. 


Man kann also N, ZN so wählen, daß 


(2) 0 <S(3,) — S(3,) < 5 für ale n2 N, >2N 
ausfällt. Nun ist aber 3, eine Unterteilung auch von 3, also 

(3) s(3,.) = $(3). 
Aus (1), (2) und (3) zusammengenommen folgt: 

(4) L—e<sS$(3,) für ale n>N,. 
Außerdem ist natürlich 

(5) S(u)=SL. 


(4) und (5) bedeuten aber: Für die beliebige nullstrebige Zerlegungsfolge {3,} gilt: 
lim $S(3,) = 1. 


n>X 


$3. ANWENDUNG AUF DIE SPEZIELLEN INTEGRALBEGRIFFE, 


Wir überzeugen uns nun, daß unser Hauptsatz die Existenz der geläufigen Integral- 
begriffe liefert. 


1. Die Darbouxschen Integrale. 


(Unteres und oberes Riemannsches Integral.) 
Ist im Intervall <a, b> eine beschränkte Funktion /(x) gegeben, so bezeichnen wir 
ihre untere bzw. obere Grenze in einem Teilintervall (x, $> mit g(x, ß) bzw. G(a, ß) 
und bilden zunächst die Mengenfunktion 


M(x, P) = 8(&, P) (P— a), 
die sichtlich die Bedingung (A) erfüllt. Das zu ihr gehörige Funktional, die ‚„Unter- 
summe‘ 


k 
5(3) = 2 5(2,-, T,) (x, — 1,-1); 


ist nach oben beschränkt, denn sie ist <G(a,b) (b— a), und hat offenbar die Eigen- 
schaft, bei Unterteilung nicht abzunehmen. Folglich existiert lim S(3) für g > 0 und 
ist gleich der oberen Grenze von S(3). Diese Größe ist das untere Darbouxsche Integral 


b 
von f(x) im Intervall <a, by, geschrieben [ f(x) dir. 


b 
Auf analoge Weise folgt die Existenz des oberen Darbouxschen Integrals [ f(r) dx 


4 
h 


als Limes oder untere Grenze der ‚„OÖbersummen‘“ 2 6G(%-ı, x,) (2, — 2%,-1). 


y= 
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Einschaltung. 


Das Darbouxsche Integral dürfte das erste Beispiel für unseren allgemeinen Satz 
sein, das dem Anfänger entgegentritt. Ich pflege in meinen Einführungsvorlesungen 
zur Analysıs den Satz von $ 2in der auf das (untere) Darbouxsche Integral zugeschnittenen 
Spezialisierung zu beweisen (damit der Hörer sich dabei etwas unmittelbar Anschau- 
liches denken kann und nicht durch die Allgemeinheit des Satzes, deren Zweck er noch 
nicht einsehen würde, abgestoßen wird) und hinterher darauf aufmerksam zu machen, 
daß eigentlich nur die Voraussetzung unseres Hauptsatzes benutzt wurde, so daß ein 
ganz allgemeines Ergebnis erzielt ist, das später in vielen analog gelagerten Fällen die 
Vermeidung eines neuen Beweises gestattet. 

Die für das Darbouxsche Integral spezialisierte Deduktion von $ 2 scheint mir 
erheblich einfacher zu sein als die in den Lehrbüchern dargebotenen Beweise. So bringt 
z.B. G. Kowalewski in seinem ausgezeichneten Werk ‚Grundzüge der Differential- 
und Integralrechnung‘ einen höchst kunstvollen (von der ersten bis fünften Auflage 
unveränderten Beweis) für die Existenz des Darbouxschen Integrals, der etwa drei- 
einhalb Druckseiten einnimmt ?). Die Langwierigkeit rührt daher, daß die Zahl, die 
sich nachher als Limes herausstellen soll, ursprünglich nicht als obere bzw. untere 
Grenze, sondern als (evidentermaßen existierender) Limes bei einer bestimmten Unter- 
teilungsfolge definiert wird. Dies ist um so merkwürdiger, als später bei der Bogen- 
länge ($ 198) eigentlich genau unser einfacher Beweis von $ 2 gebracht wird. — In 
H. v. Mangoldts „Einführung in die höhere Mathematik“, 3. Bd., in 6. Aufl. heraus- 


gegeben von K. Knopp, wird das Darbouxsche Integral zunächst als obere bzw. untere 
b h 
Grenze erklärt und, nachdem [ /(x) dx s [ f(x) dx erkannt ist, /(x) im Riemannschen 


b _b 
Sinn integrabel genannt, wenn [fx) de= [ f(x) dx ausfällt (Nr. 30); dann (Nr. 31) 


wird das Riemannsche Integrabilitätskriterium in einer (scheinbar) speziellen ?), später 


(Nr.35) in der allgemeinen Gestalt?) bewiesen und erst dann darauf aufbauend gezeigt, 
b 


daß im Falle der Riemannschen Integrabilität das Integral [ /(.) dx sowohl als Limes 


u 
der Untersummen als der Obersummen als auch der Summen 2/(&) (x, — r,-ı), 
wo &,—1 SE,S a, Ist, erhalten werden kann. Die wichtige Tatsache, daß auch ohne 
Riemannsche Integrabilität die Darbouxschen Integrale als Limites existieren, tritt 
dabei nicht in Erscheinung, auch dürfte es, wenn man schon mit den Darbouxschen 
Integralen anfängt, zweckmäßiger sein, das Riemannsche Kriterium auf diesen aul- 
zubauen. Ferner wird man nicht gern die historisch primäre und für Berechnungen 


k 
wichtigste Definition des Riemannschen Integrals als Grenzwert von = /(&,) (x, — r,-ı) 
5 
erst ganz am Schluß aller Betrachtungen erscheinen sehen. 
2) Der Beweis für die Existenz der Darbouxschen Integrale als Limites ($ 148) wird nicht explizit durch- 


geführt, sondern es wird auf den entsprechenden Beweis für die Existenz des Riemannschen Integrals einer stetigen 
Funktion ($ 129) zurückverwiesen, der sich unmittelbar für jenen Zweck umdeuten läßt. 


k 
3) Zu jedem e>0 gibt es eine Zerlegung, so daß z [6(2,_,), 2,)— g&,_, r,)) (a, — r,_,)<e ausfällt. 


*#) Zu jedem e>0 gibt es ein d, so daß für jede Zerlegung mit 9<ö die Summe aus Anm, ®) kleiner 
als e ausfällt. 
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Nachdem der in $ 2 angegebene einfache Beweis vorliegt, scheint mir folgende 


Jatz | Anordnung zugleich den Vorzug der Übersichtlichkeit und Kürze zu besitzen: 
gen 1. Definition der Darbouxschen Integrale einer beschränkten Funktion als obere 
DR | Grenze der Untersummen bzw. untere Grenze der Obersummen. 
JAu- 2. Beweis (gemäß $ 2), daß die Darbouxschen Integrale zugleich die Limites der 
och | Untersummen bzw. Obersummen für 9>0 sind. — Bemerkung: Da diese Limites 
u. immer existieren, so kann man zu ihrer Berechnung sich auf eine einzige nullstrebige 
vn Zerlegungs- oder sogar Unterteilungsfolge beschränken. 
die » h 
3. Hieraus ergibt sich unmittelbar, daß stets [t(®) dze=< [ f(x) dx ist. Im Falle 
mir . 4 a _ 
1 | f Hkı)dı= [ fx) dx heißt f(x) nach Riemann integrabel und der gemeinsame Wert 
age \ " 6 
uni. das Riemannsche Integral | f(x) d. 
die 0 
ere 4. Jetzt ist evident, daß / f(x) dx ım Falle der Existenz als Limes der Unter- 
‚er- u f 
en- | summen oder der Obersummen oder auch der Summen = M&) (x,— ır,_ı) erhalten 
In werden kann, und daß umgekehrt letztere für 4 — O0 nur dann einen Limes haben können, 
US- -ö ; 
ere wenn [= f ist. 
7 a 

Ien 5. Die Differenz zweier zur gleichen Zerlegung gehörigen Ober- und Untersummen 

führt auf den Begriff der ‚‚durchschnittlichen Schwankung“ 
31) 1 \ (Glr 

na! (3,1, %) — 89-1, %)] (2 %,—1); 
| v=1 
un der stets existierende Limes hiervon für 4 — 0 ist die „mittlere Schwankung‘‘, die gleich 
gt, b u 
nes | = 2 (fr dx — | Haas) ist. 
a4 a 

N‘ | 6. Das Ergebnis unter A. läßt sich jetzt so aussprechen: Notwendig und hinreichend 

für die Existenz des Riemannschen Integrals ist, daß die mittlere Schwankung ver- 
zu schwindet; oder auch: daß die durchschnittliche Schwankung für alle Zerlegungen mit 
ui hinreichend kleinem Grobmaß beliebig klein ausfällt. — Das ist das Riemannsche Inte- 
B grabilitätskriterium in allgemeiner Gestalt. Zufolge der Bemerkung unter 2. ist damit 
ei die spezielle Gestalt äquivalent. 
e 


Wenn ich den hier skizzierten Weg als kurz und übersichtlich bezeichne, so lege 
. ich dabei das Hauptgewicht auf das zweite Charakteristikum. Es liegt mir nämlich 
ganz fern, mit der gewaltsamen Kürze von E. Landaus „Einführung in die Differential- 
rechnung und Integralrechnung‘ konkurrieren zu wollen, wo z.B. (Kap. 25) der Aus- 


| k 
ch- druck = [6(2,-1, 2,) — g(X,—ı, %)] (&, — %, 1) und die Riemannsche Bedingung schon 
ren 2 
j eingeführt werden, bevor überhaupt das Wort integrierbar fällt. 
Ilt. 


2. Das untere und obere Stieltjessche Integral. 


ner | Im Intervall <a, b> ist eine beschränkte Funktion f(x) und eine Belegungsfunktion 


(x) von beschränkter Variation gegeben. Da eine solche die Differenz von zwei monoton 
24* 
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wachsenden Funktionen ist, so genügt es, (x) monoton wachsend anzunehmen. Es 
soll keine Unstetigkeit von f(x) mit einer Unstetigkeit, d.h. Sprungstelle von (x) 
zusammenfallen °). 

Wir bezeichnen die untere bzw. obere Grenze von f(x) im Intervall (a, > mit 
g(x, P) bzw. G(x, 8) und bilden die Mengenfunktion 

M(a, ß) = g(®, P) Tplß) — va): 

Diese braucht nicht die Bedingung (A) zu erfüllen, nämlich wenn (x, > sich auf eine 
Sprungstelle von (x) zusammenzieht. Ist aber 7 eine Sprungstelle von (x), so muß 
es eine Stetigkeitsstelle von f(x) sein, so daß beix ST < ß die Größen g(x, T), g(%, ß) 
und g(x, 8) für hinreichend kleines (x, 8) sämtlich beliebig wenig von f(X) verschieden 


Bi 
sind. Also unterscheidet sich der Ausdruck D(x,%, $) beliebig wenig von 


Me) tee) — eta)] + Le) — PR) — Tel) — ed} = 9. 
D strebt also gegen 0 für <a, ß$)>x, d.h. es ist wenigstens die Bedingung (B) erfüllt. 
Das mit Hilfe von M gebildete Funktional 


(3) = &sla,-ı 2) [pla) — Pla] 


hat, da g(x) monoton wächst, die Eigenschaft, bei Unterteilung nicht abzunehmen, 
und ist nach oben beschränkt, denn es ist < G(a, b) [9(b) — »(a)]. Also existiert lim 5(3) 


für g9>0 und stimmt überein mit der oberen Grenze von $S(3). Dieser Zahlwert ist das 
b 


untere Stieltjessche Integral [ f(x) dp(x). 


Entsprechend ergibt sich, daß 
k 
z e(&-ı, %,) [r(,) m (2,-ı)] 


für a> 0 gegen seine untere Grenze strebt, womit man das obere Stieltjessche Integral 
b 


[ fa) dp(x) erhält. 


Sind die beiden so gefundenen, stets existierenden Werte einander gleich, so existiert 
das Stieltjessche Integral von f(x) bezüglich der Belegungsfunktion (x). Daß das 
z.B. für stetiges f(x) stets der Fall ist, beweist man genau so leicht wie beim Rie- 


mannschen Integral. 
Genau analog läßt sich der Hauptsatz auf das Aadonsche Integral anwenden. 


3. Die totale Variation. 
Ist ım Intervall <a, b) eine Funktion f(x) gegeben, so bilden wir zunächst für 
jedes Teilintervall (x, ß) die Mengenfunktion 
MM, B) = HB) — Ko)|. 


Wenn das zugehörige Funktional 


Sa) = Ma) Ma) 


beschränkt ist, so heißt f(x) von beschränkter Variation. Auf 5(3) können wir unseren 
Hauptsatz nicht anwenden, da weder die Bedingung (A) noch (B) erfüllt zu sein braucht. 
Wir fügen daher noch eine Voraussetzung über f(x) hinzu. Eine Funktion von be- 
schränkter Variation ist die Differenz von zwei monoton wachsenden Funktionen, hat 


—- ni. _._. 000 


5) Ohne diese Bedingung hat das Stieltjessche Integral bekanntlich keinen Sinn. 














llt. 


ral 


ert 
las 
1e- 


PN. 


für 


en 
ht. 
)e- 
rat 





Doetsch, Existenz der Darbouxschen Integrale. 189 


also an jeder Stelle x einen Grenzwert von links: f(x — 0), und einen Grenzwert von 
rechts: f(x + 0). Wir verlangen nun von f(x) noch, daß f(x) stets zwischen f(x — 0) 
und f{2 +0) mit Einschluß der Grenzen liegt®). Eine solche Funktion soll ‚‚nicht- 
ausspringend‘ heißen. Hat f(x) diese Eigenschaft, so ist für unser J/ die Bedingung (B) 
erfüllt, denn der Ausdruck 


Dis, 2, B) = | @) — Ka)| + MA) — a) — IR) — I) 
nähert sich für (x, $ > x dem Wert 
I Fe—09) + +9) IE — a +09) — fa —0) 
und dieser ist für eine nichtausspringende Funktion gleich 0. 
Da ferner $(3) bei Unterteilung nicht abnehmen kann, so liefert unser Hauptsatz: 
Für eine nichtausspringende Funktion von beschränkter Variation existiert der 


k : 
Limes von 589) =2 Ma) — fa v,_‘M)| für 9>0 und ist gleich der oberen Grenze 
b 
von (3). Dieser Limes heißt die totale Variation [|df(x)| von f(x) im Inter- 


a 
vall <a, by. 
Man erkennt leicht, daß dieser Limes sicher nicht existiert, wenn f(x) an einer 
Stelle ‚„ausspringt‘“. 


4, Die Bogenlänge. 
Ist eine stetige Kurve in Parameterform gegeben: 
= el), y= yl), 
wo g und yina<st<bh definiert und stetig sind, so bilden wir für jedes t-Intervall 
x, ß» die Mengenfunktion 


M(s, B) = VLe(ß) — e(a)]? + Lylß) — via]? , 
die die Länge der Sehne zwischen den zu den Parameterwerten x und gehörigen Kurven- 
punkten darstellt. M erfüllt wegen der Stetigkeit von g und y die Bedingung (A). 
Sind die Funktionen @ und y außerdem von beschränkter Variation, so ist das 
Funktional (Länge des EEE 


s(3 = NW) — ea)? + Tv) — ya)? 


beschränkt, denn es ist 


k 
stil) . elt,—i)) r ylt )— y(t „-ı)|} } 


Außerdem kann es bei Unterteilung, wie geometrisch evident ist, nicht abnehmen, also 
existiert lim S(3) für 9>0 und ist gleich der oberen Grenze von S(3). Diese Größe 
ist die Bogenlänge der Kurve. 


d. Das Kurvenintegral. 
In einem Gebiet @ der xy-Ebene sei eine beschränkte Funktion f(x, ) gegeben. 
Ferner verlaufe in G eine stetige, rektifizierbare Kurve €, die in une 


= ol), y= yfi) (a<t<b) 





®) Es ist erstaunlich, daß man bisher für die so oft gebrauchte Relation „A liegt zwischen a und »‘‘ (wenn 
man über die Größenbeziehung von z. und » nichts weiß) noch kein mathematisches Zeichen geschaffen hat. Man 
muß immer umständlich schreiben: „u SAS» bzw. »<SA< u“. Ich schlage dafür vor: «2A>», wenn die 


Grenzen ausgeschlossen sind, und u ZAZ », wenn die Grenzen eingeschlossen sind. 








190 Doetsch, Existenz der Darbouxschen Integrale. 


gegeben Ist, wo p und y in <a, by stetig und von beschränkter Variation sind. Ist (x, > 
ein Teilintervall von <a, by, so bezeichnen wir die untere Grenze von f((t), y(t)) im 
Intervall <x, 8» mit g(x, $) und betrachten die Mengenfunktion 


M(«&, B) = 8(&, PB) LP(B) — Pl&)]. 
Wegen der Stetigkeit von @ genügt sie der Bedingung (A). 
Ist (la =ty<tn<**-<bk_ı<tk=b) eine Zerlegung des Intervalls <a, b), so 
lautet das zugehörige Funktional 
k 


5(3) = 2 g(b-1, 1.) Le(t) — Plt-ı)]. 
Wir stellen @ als Differenz zweier monoton wachsenden (stetigen) Funktionen dar: 


re) = Pill) — Pet), 
und spalten 5(3) entsprechend in zwei Teile auf: 


k 

5,(3) = 2 glt.-ı, t,) [Yı(t,) Parse Yılt:-ı)], 
k 

5,(3) = 2 sll,-ı, t,) [LYz(t,) sr Y.(b,-1)]- 


$, ist nach oben beschränkt und kann bei Unterteilung nicht abnehmen, also existiert 
lım 5,(3) für 9>0; ebenso lim $,(3) und damit auch der Limes von $(3), den man 


das untere Kurvenintegral [ f(x, y) dx nennen könnte. 
© 


Analog ergibt sich das obere Kurvenintegral [its y)dx. Wenn f — [ ausfällt, 
c a: 


so existiert das Kurvenintegral [ f(x, y) dx im üblichen Sinne. Dies ist z. B. sicher 
G 

der Fall, wenn /({x, y) längs E stetig ist, wie man leicht auf Grund der gleichmäßigen 

Stetigkeit beweist. 


6. Das Lebesguesche Integral. 
y=f(x) sei im Intervall <a, b> beschränkt und meßbar, d.h. die Menge z.B. 
derjenigen Punkte, wo f(x) Zr ist, besitze für jedes r ein Lebesguesches Maß. Daraus 
folgt bekanntlich, daß für jedes Paar von Zahlen y < ö die Menge derjenigen x, wo 
y=fl(x) <ö ist, ein Lebesguesches Maß m(y, 6) besitzt. Auf der y-Achse definieren 
wir nun die Mengenfunktion 
M(y,ö) = m(y,ö)-y. 
Sıe erfüllt die Bedingung (B), denn in dem Ausdruck 


D(y, Y, ö) . m(Y, Y) Y + m(Y, ö) Y ae m(y, ö) Y 
ist 
m(Y, Y) + m(Y, ö) .. m(Yy, ö), 
so daß, wenn y und ö sich dem Wert % nähern, D gegen O strebt. 
Wenn nun f(x) die untere und obere Grenze g und G besitzt, so sig sSsy<sSG 
das Intervall, auf das die Zerlegung 3 ausgeübt wird. Die Teilpunkte wollen wir hier 
so benennen: 


=W<h <<... <k- <L.=G. 


Das der Mengenfunktion M entsprechende Funktional lautet dann: 
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k 
5.3) = mtl, 1) h-ı. 


Es ist nach oben beschränkt, nämlich < (b— a)G, und hat die Eigenschaft, bei Unter- 
teilung nicht abzunehmen. Also existiert lim $,(3) für 9—>0 und ist gleich der oberen 
Grenze von S,(3). 

Analog ergibt sich, daß das Funktional 


k 
$,(8) = mtl,-ı, 1) I, 


das nach unten beschränkt ist und bei Unterteilung nicht zunehmen kann, einen Limes 
für 9—0 besitzt, der mit seiner unteren Grenze zusammenfällt. 
Die Limites von 5, und S, haben aber gleichen Wert, da 


0< 5,3) — 5,3) = Zmtl-, 1) (,—L-) Sb a)g 


ist. Also hat auch 
l: 
= m(l,—ı, l,) Av; 
wo 4, beliebig zwischen /,_ı und /, gewählt werden kann, einen Limes für 9—0, und 
zwar denselben wie 5, und S,. Das bedeutet aber, daß das Lebesguesche Integral der 


meßbaren Funktion f(x) existiert. 


$4. EIN SATZ ÜBER DEN LIMES VON MENGENFUNKTIONEN. 


Der allgemeine Satz von $ 2 hat in einem etwas einfacheren Sachgebiet, nämlich 
in der Theorie der Mengenfunktionen ein Analogon, auf das zum Schluß noch aufmerksam 
gemacht sei. 

In einem m-dimensionalen Raum greifen wir einen festen Punkt Q heraus. Unter 
einer Umgebung U von Q verstehen wir einen m-dimensionalen Würfel mit Q als Mittel- 
punkt?). Es gilt nun folgender 

Satz. Ist eine für (alle innerhalb eines gewissen U, gelegenen) U definierte Mengen- 
funktion M{Ü) nach oben beschränkt und hat sie die Eigenschaft, bei Verkleinerung der 
Umgebung nicht abzunehmen, so existiert der Limes von M{N), wenn U sich (beliebig) 
auf Q zusammenzieht, und ıst gleich der oberen Grenze der M(ll). 


Bemerkung: Für eine Folge von ineinandergeschachtelten, gegen Q strebenden 
Umgebungen existiert der Limes sicher, da darauf M monoton zunimmt. Der Satz 
sagt aus, daß der Limes auch für jede beliebige gegen Q strebende Umgebungsfolge 
existiert und stets derselbe ist. 


Beweis des Satzes: Da die Zahlen M{ll) nach oben beschränkt sind, so besitzen 
sie eine endliche obere Grenze L. Ist e> 0 beliebig vorgegeben, so gibt es eine Um- 


gebung U, so daß 
MU)ZSZL-—e 
ist. Für jede Umgebung U, die in U liegt, ist 
MUS MM). 
Da selbstverständlich 


Mu <L 


°) Wir könnten, ohne daß sich an den Betrachtungen etwas ändert, statt des Raumes eine beliebige Menze 
zugrundelegen, in der ein Umeebungsbegriff definiert ist. 
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ist, so gilt für jede in U liegende, also Q hinreichend eng umschließende Umgebung 1: 
L—esM(Ü)<sL. 

Das beweist unsere Behauptung. 

Die einfachste Anwendung dieses Satzes, die etwa der des Satzes von $ 2 auf das 
Darbouxsche Integral entspricht, ist folgende: 

In einem Gebiet G des m-dimensionalen Raumes sei eine reelle beschränkte Funktion 
/(P) definiert. Ist Q ein fester Punkt von G und U eine Umgebung von Q, so verstehen 
wir unter M(ll) die untere Grenze g(Q, U) von f(P) in U. Sie ist nach oben beschränkt 
und nimmt bei Verkleinerung von U nicht ab. Also existiert lim g(Q, U), wenn U sich 
auf Q zusammenzieht, und ist gleich der oberen Grenze aller g(Q, U). Diese Zahl ist 
der sog. untere Limes g(Q@) von f{P) in Q. Variiert Q in G, so bildet die Gesamtheit aller 
Werte g(2) die sog. untere Limesfunktion von f{P)®). 

Analog ergibt sich der obere Limes und die obere Limesfunktion. 


Ein Spezialfall des unteren Limes im Eindimensionalen ist der lim inf f(x). Bloß 


muß man hier vom Punkt 0 = + © sprechen und unter einer Umgebung eine Halb- 
gerade <= X verstehen. 





®) H. Hahn, der in seinem Werk „Theorie der reellen Funktionen“ Bd. 1 (1921) durchweg das, was bei uns 
(untere und obere) Grenze heißt, als (untere und obere) Schranke bezeichnet (II. Kap. $1, S. 114), nennt g(Q) die 
„untere Schrankenfunktion“ (S. 121). 





Eingegangen 18. August 34. 


Der von Herrn Domherrn Dr. Dr. Ing. Alfred Ackermann-Teubner in Leipzig im 
Jahre 1912 der Universität Leipzig gestiftete ‚Alfred Ackermann-Teubner-Gedächtnis- 
preis zur Förderung der Mathematischen Wissenschaften‘ in Höhe von RM 500. — 
ist für das Jahr 1934 durch das Preisgericht dem Professor an der Technischen Hoch- 
schule in Dresden Dr. E. Trefftz für seine Arbeiten zur angewandten Mechanik 
zuerkannt worden. 








